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DEN ist, 6 ARR LS EE À 6 69 A 9, Mit À 
数学 上 和 实际 应 用 (如 航海 学 、 天 文学 和 机 械 学 ) 中 ,很 自然 到 处 者 
要 遇 到 球面 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 要 给 出 有 关 球 面 性 质 的 多 种 多样 
的 例子 。 我 们 多 次 用 到 了 越 出 本 书 的 初等 范围 的 概念 积分 、 微 
分 几何 等 区， 以 期 由 此 激发 起 读者 的 兴趣 ， 去 了 解 这 些 理论 的 进 
一 步 闹 述 ， 本 章 中 的 结果 ,有 些 是 初等 的 ,有 些 比较 复杂 ， 但 在 我 
看 来 除了 18.8 和 18.10 两 节 的 结果 以 外 ,所 有 的 结果 都 是 自然 的 、 
直观 的 ， 而 那 两 节 的 结果 则 能 帮助 读者 有 效 地 将 视野 扩展 到 维 数 
1,2,3 以 外 。 与 第 10 章 不 同 的 是 ， 所 有 的 结果 都 只 与 球面 本 身 
有 关 , 而 与 外 辕 空 间 无 关 ， 

18.1 节 讨 论 了 一 些 实际 问题 ， 如 球 径 计 和 图 ; 数学 家 则 会 遇 
到 球 极 投影 ， 它 在 后 面 将 起 主要 作用 。18.2 节 自由 地 运用 代数 拓 
扑 的 概念 ,在 球面 上 不 加 证 明 地 得 出 了 一 些 很 细致 的 结果 ,我 认为 
-如若 不 用 这 些 简 洁 而 精巧 的 概念 ,要 讨论 球面 是 很 困难 的 。 

— &18.3 节 中 ,我 们 将 球面 看 作 微 分 流 形 ,这 一 结构 使 我 们 能 很 
容易 地 构造 出 球面 的 规范 测度 ， 对 S 而 言 这 就 是 地 球 上 的 测度 . 
一 个 关键 的 公式 是 Girard 公式 ， 即 球面 三 角形 的 面积 等 于 内 角 
之 和 减 去 zx。18.4 PEAT RAS 上 的 内 给 距离 。 CELAA 
点 间 最 短 道路 的 长 度 ,而 不 是 没有 实际 意义 的 RAA 的 诱导 距离 ; 
我 们 在 球面 S^ 上 研究 一 点 到 另 一 点 的 最 短 道 路 ,有 时 这 是 一 个 实 
际 问题 ， 为 了 能 利用 内 强 距 离 进行 计算 ， 或 者 说 为 了 在 天 文学 中 
计算 角度 ,我 们 需要 球面 三 角形 的 有 关公 式 ,在 18.6 节 中 给 出 了 相 
当 完 备 的 公式 表 ,并 讨论 了 这 些 公 式 的 实际 应 用 。 

这 一 章 的 最 后 部 分 ， 又 国 到 了 数学 味 更 浓 的 讨论 .先是 在 
18.7 节 中 ;我 们 证 明了 Cauchy 的 一 个 精巧 的 引 理 , 它 是 12.8 PT 


LIED UE 


西 多 面体 刚性 定理 的 证 明 的 关键 。 随 后 ,18.8 节 是 对 5 的 几何 学 
的 很 细致 的 讨论 .这 种 细致 的 讨论 ， 对 于 了 解 哆 球面 和 Hopf £f 
维 化 的 直观 形象 是 很 育 神 益 的 。 事实 上 ，53 的 这 一 构造 是 一 种 更 
一 般 构 造 的 最 简单 的 情况 ， 在 几何 和 微分 拓扑 中 我 们 随处 会 遇见 
这 种 构造 ,在 代数 拓扑 中 也 是 如 此 。 通过 球 极 投 影 ， 我 们 可 从 S 
的 性 质 推出 R? 的 旋转 球面 的 一 些 证 明 并 不 显 器 但 很 直观 的 性 
Á. 

18.10 节 引 入 的 Mobius 群 , 可 能 会 使 读者 感到 很 突 元 ,觉得 
不 自然 。 实 际 上 ,这 个 群 是 第 19 章 讨 论 双 曲 几何 的 一 痒 篇 幅 以 及 
整个 第 20 章 的 基础 ， 在 18.10 节 中 ,我 们 研究 了 这 个 群 在 84 上 的 
自然 作用 ,这 个 作用 除了 其 国有 的 几何 上 的 趣味 之 外 ,还 是 很 多 新 
这 结果 的 基本 工具 。 


在 整个 这 一 章 中 ，5 一 5* RAK RH 的 单位 球面 ， 


181 定义 ,特殊 维 数 , 图 和 射影 


1811 WER. ”具有 相同 维 数 的 欧 氏 空间 中 的 所 有 球面 
都 是 彼此 相似 的 ， 这 就 是 为 什么 在 这 一 章 中 我 们 仅仅 研究 标准 欧 
RES R 的 标准 球面 5 — 5 的 缘故 。 要 将 本 章 的 结果 和 公 
式 推广 到 任意 给 定 半径 的 球面 上 去 是 很 容易 的 ， 
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图 18.1.1. 
H. Bouasse, «Mj (W28», Delagrave, 1917, 


我 们 先 来 谈 一 个 实际 问题 ， 即 要 求 出 一 个 “实心 ” 球 (例如 钢 
球 或 光学 透镜 的 曲面 ) 的 半径 ， 为 此 我 们 利用 球 径 计 〈 图 181.1). 
如 果 底 面 的 等 边 三 角形 具有 相等 公共 长 度 “ 的 边 ， 且 浮 针 到 底部 
平面 的 距离 为 。， 则 所 求 半径 等 于 R= (a? + 3e?)/6e。 RAH 
的 另 一 模型 如 图 18.1.2 TR. 


+ 3 o 


5p Cosinus. 


Cosinus 测量 球体 的 直径 精确 到 3 至 4 厘米 他 量 得 的 直径 等 于 0.30 
X. FURIEASRCR TOGBERRTEL URS TEE AIR SIS REE. 
18.1.2. 
Christophe, «mE Cosinus (jfi3E i8 2E», Armand Colin. 


18.12 定义 

18.1.2.1 s5 R^?" 的 十 1 维 向 量子 空间 的 交 称 为 $ 的 
子 球面 (4 维 子 球面 )， 若 太一 1， 往 往 就 称 为 大 圆 . x, yes, 
E y= £2, 则 存在 包含 * 和 ?> 的 唯一 大 圆 。 

18.1.2.2 s5 RH 的 有 十 1 维 仿 射 子 空间 的 交 称 为 S 的 
小 球面 (4 维 小 球面 )， 对 5, 我 们 称 之 为 的 圆 (或 小 圆 )。 

18.1.2.3 S 的 北极 是 点 n=(0,---,0,1), 南极 是 点 = 
(0,-..,0, 一 1), RAES 5 R^" 的 超 平面 zou 0 交 成 的 
d 一 ! 维 子 球面 . 

18.1.2.4 S? 在 * 处 的 切 趣 平面 ， 或 者 是 RU 的 向 量子 空 
间 x^, 或 者 是 通过 * 且 沿 方向 x^ 的 仿 射 超 平面 ,我 们 将 它 记 为 
T.S (参看 10.7.4 和 18.3.2)。 它 的 元 素 称 为 5 在 * 处 的 切 向 量 . 
冯 一 点 * 处 的 两 个 非 零 切 向 量 的 夹 角 定 义 为 8.6.3 的 角 ， 这 个 角 属 
于 [0,7], 

18.1.2.5 Ss 的 自然 拓扑 是 由 R^" 诱导 的 拓扑 ?我 们 不 考虑 


e 4 >œ 


其 他 的 拓扑， 
18.13 ”特殊 维 数 

18.1.3.1 维 数 1。 XFA %:， 我 们 已 经 看 到 它 可 解释 为 模 
是 1 的 复数 全 体 所 成 的 乘法 群 ,或 R: 的 旋转 群 (参看 8.3)。 但 它 
也 可 以 看 作 1 维 的 实 射影 空间 (参看 4.3.6, 图 8.7.7.6 和 18.1.4.5), 
S 赋 有 一 个 固有 的 度量 ,参看 9.9.8 和 18.4。 

18.1.3.2 S282. 从 物理 上 来 说 ， 这 就 是 我 们 所 在 的 行 E. 
就 数学 上 而 言 , 它 的 基本 性 质 之 一 是 它 是 一 个 Riemann RM, 代 
表 添加 了 co 点 的 复数 域 C: S: 兰 CU co， 其 中 不 仅 涉及 C 中 的 
Alexandrov 紧 化 ， 而 且 涉 及 一 种 将 全 纯 函 数 、 亚 纯 函 数 等 概念 推 
广 的 做 法 ; 见 [CH 2] p. 90。 由 于 我 们 将 在 18.10 中 对 所 有 4 详 
细 地 讨论 S? 的 共 形 变换 群 ， 我 们 将 不 再 更 多 地 强调 8? 从 C 所 继 
承 的 结构 。 等 同 关系 S* ec CU co 可 从 18. 1. 4. 5 得 到 ,这 也 是 5 
与 一 维 复 射 影 空间 之 间 的 同 构 ,参看 43.6, 

18.1.3.3 维 数 3 球面 5 曾 被 解释 为 模 等 于 1 的 四 元 数 全 
体 所 成 的 乘法 群 ， 关 于 这 一 点 可 见 8.9.1 的 附注 。 我 们 将 在 18.8 
中 详细 地 研究 S, 

18.1.3.4 M4 球面 S 与 四 元 数 体 上 的 一 维 射影 空间 是 
恒 同 的 ,参看 4.9.7。 | 

18.1.3.5 22% 6,7,15. 由 于 Cayley 八 元 数 代数 的 存在 
此 ,这 些 维 数 具 有 一 些 特殊 性 质 〈 人 参看 [PO], p. 278 和 [BES], 
第 3 章 ). S 几乎 是 一 个 群 , 它 与 模 为 1 的 八 元 数 全 体 等 同 ， 而 Se 
则 与 模 为 1 的 纯 八 元 数 全 体 等 同 。 八 元 数 射影 平面 可 导致 纤维 为 
357 的 纤维 化 59 S, 它 是 纤维 为 $! 的 Hopf 纤维 化 SoS 的 
”推广 ,参看 下 一 小 节 和 18.8.7. 
18.1.3.6 Hopf 纤维 化 。 Hopf 纤维 化 是 对 除 S" 以 外 的 
球面 Se" 和 SP 所 定义 的 ;所 谓 纤维 化 就 是 指 有 鼎 射 


S2#+1 St +3 
st | si 


PCO) PH) 


它 的 像 是 复 射 影 空间 P*(C) 或 四 元 数 射影 空间 PH) (参看 
48) 置 于 竖 直 箭头 旁边 的 SS) 意 指 像 集 每 一 点 的 逆 像 是 同 
MET SS) 的 ;这 些 映 射 并 不 是 很 奥妙 的 ， 对 C 的 情形 而 言 , 它 
只 不 过 是 4.3.3.2 中 用 到 的 映射 p:5 —> PCE), W 18.11.30, 

18.14 FRERE 

18.1.4.1 54 在 R’ 上 的 北极 球 极 投影 定义 如 下 : 我 们 按 通 
常 习惯 将 RE R^ Xx 有 等同, 并 将 每 个 me Ss 映 到 R4 的 
点 Cm) 使 得 min, f(m) HR. 下 面 的 计算 表明 OHA 
逆 映 射 广 :作为 映射 R'— 54 是 C” 类 的 。 我 们 将 me RY 看 
作为 一 个 对 (2, D, z€R', ic R; FRA RIE R 使 fm) 
dn + (1 — 2)m, E f(m)€ R^, 其 中 4 一 i/(:— 1), H. 

18.1.4.2 
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图 18.1.4.1. 


18.143 更 一 般 地 我 们 把 每 一 个 映射 f:5\m -> H 都 称 为 3 
的 球 极 投影 ,其 中 wm 是 SA HEPAT S 在 x 处 切 超 平面 且 异 
于 它 的 一 个 超 平面 。 根 据 10.8.2 可 知 ， 上 述 映 射 1 是 R^U 的 关 
TEC mic SE SEXE S 上 的 限制 ， 特 别 是 所 有 的 球 极 投影 都 保 


E | 6 9 


图 18.1.4.2. 


持 角度 〈 见 18.1.2.4 中 明确 的 定义 或 18.10.3 和 18.11.22), H 
S\m 的 4 一 1 维 小 球面 变换 成 瑟 的 球面 ,参看 10.8.2. 

18.144 mÈ f CR e) 是 3 到 R* 上 关于 北极 (或 南极 ) 的 
球 极 投影 , 则 gof: RA -> R 正好 是 R' 关 于 极点 OWE | 
的 反 演 变换 。 

18145 REREH 
SRU =R = PR) 
和 
S & R?U co = CUoo =C e P(C), BS 4.3.8, 


地 图 的 绘制 


| 181 节 所 有 余下 部 分 中 我 们 假设 4 一 2, 且 置 5 一 5 


1815 图 | 
181.51 我 们 把 5 的 一 个 子 集 4 RIM f: 4 -> RA 
RAS CA, D 偶 称 为 的 图 。 f 往往 还 是 4 到 CA) 上 的 一 个 同 


,* ri «+ 
Pornic a.p a c ra D 


Er. 例如, 球 极 投 影 18.1.4.3 总 是 图 ,其 中 A= SN。 但 我 们 可 以 
看 出 不 存在 整个 $s 的 图 , 即 不 存在 同 胚 f:5 -> f(S)CR'. 为 看 出 
此 结果 , 设 * 属于 §， 则 根据 假设 和 18.2.6.5， 可 知 对 所 有 ES 
而 言 KS\x) 一 fGN GO. 是 RR 的 开 集 , 然而 这 与 下 面 的 事实 巴 
JE: S) 作为 内 部 非 空 的 紧 集 肯定 不 再 有 边界 点 (如 有 需要 可 参 
Ji 11.2.9), | 
18.1.5.2 ”附注 . “图 ”这 个 词 有 许多 意思 ， 其 中 最 理论 化 的 
是 上 述 的 (4, N 偶 , 而 最 具体 的 则 是 一 纸 黑 白 或 彩色 的 图 片 . 
18153 ”大 地 水 准 面 。 现在 我 们 要 研究 的 S 不 是 别 的 球面 ， 
而 是 地 球 ! 更 确切 地 说 是 大 地 水 准 面 ， 即 在 其 每 点 处 都 垂直 于 重 
力 线 ( 且 通 过 一 个 参照 点 ) 的 一 个 曲面 。 当 然 ， 这 个 大 地 水 准 面 是 
AMAT s 的 。 往 后 我 们 只 用 到 它 是 双 射 ， 但 要 求 图 能 保持 5 的 度 
量 和 角度 性 质 ; 而 对 18.4 中 所 定义 的 5 的 规范 度量 而 言 ， 大 地 水 
准 面 是 不 等 距 于 3 的 (其 至 在 不 计 相差 一 个 数量 时 世 不 等 距 )。 实 
际 上 唯一 可 芳 虑 的 合理 的 近似 是 将 其 作为 一 个 旋转 椭 球 面 , 它 
Bde oh à == 6378388 X, £j ak hh b = 6356912 ey 因此 Rd E 


*— b — 1/297。 然 而 ,今后 我 们 研究 的 只 是 5, 而 不 是 大 地 水 准 


面 ;当然 ,在 实用 时 应 该 对 下 面 的 结果 作 某 些 修 改 。 因 此 读者 也 可 
领略 一 点 实际 计算 的 复杂 性 ，Mercator 横向 射影 (参看 18.1.8.4) 
T AER MEAR RI JI BUA Be ACHR E TRS ER — 例 ; 这 和 神 
计算 是 Gauss 就 已 经 会 做 的 . | | 

18.154 ”有关 地 图 绘制 术 的 参考 文献 是 : [CN] 包括 相当 一 
般 的 结果 , RM, [THOL] 中 第 Ib 章 已 更 数学 化 ，[LS] 中 
第 IV 章 包 含 许多 关于 Lambert 射影 .通用 Mercator 横向 射影 的 
数学 内 容 以 及 大 地 水 准 面 的 有 关内 容 ,最 后 可 参见 John Milnor, 
A problem in cartography, American Mathematical Monthly, 
76(1969), 第 1101—1102 页 。 EE 
18.1.6 ”地 球 举 标 图 

18.1.6.1 对 点 m€ 5， 称 实数 


e 8 e 


tm) = 一 一 - (0n, 0m ) 


TS | BOE LAD 0 的 点 ， 北 极 和 南极 的 纬度 分 别 是 
z[2 和 一 x/2。 如 果 me SN n, 9}， 称 定向 直线 所 夹 的 定向 f 


0a, Om’ 的 测度 〈 取 值 于 —a 和 z 之 间 ) 为 的 经 度 ， 其 中 a 一 
(1,0,0), m 是 吉 在 x,y 平 面 上 的 射影 。 除 非 w 属 于 以 zs 为 
端点 且 通 过 (一 1, 0, 0) WEKE T, m 点 的 经 度 pn) 是 唯一 
确定 的 ; n, s 的 经 度 是 在 【一 x, x] 中 完全 不 定 的 ， 而 对 工 ( 半 大 
Hrs“ 国际 日 期 线 ") 的 其 他 点 ,其 经 度 可 取 值 为 < 或 — m. 


格林 尼 治 | 图 际 日 期 变更 线 ， 
N | 


Ya 
E 


18.1.6.1. 
‘Berger, Gostiaux, 《微分 几何 »， Armand Colin 出 版 社 * 大 学 丛书 


我 们 称 CS\T , fo) 偶 为 地 球 坐 标 图 ， 其 中 ACn) = pln), 


0(m)) € R’; CRÉÉE | 

| | 一 二 x 2 5. 

Bost r= fo’ APA: 
18.1.6.2 rim, 6) = (cosqcosÓ, singcos@, sin0)€ R*, ` 
记 住 , s 的 经 线 和 续 线 分 别 是 经 度 和 纬度 等 于 常数 的 曲线 ， 
18.163 对 大 地 水 准 面 我 们 也 可 以 《而 且 应 该 ) 定义 地 球 坐 

标 ; 对 于 经 度 , 那 是 没有 什么 问题 的 ， 对 于 纬度 则 可 取 法 线 与 赤道 


t 9 s 
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18.164 实际 上 , S 
(或 地 球 ) 的 几乎 所 有 的 图 
PE 都 不 是 通过 上 映射 本 
身 , 而 是 通过 映射 

g = for = fof" 
《参看 18.1.6.2) 给 出 的 ,这 
个 映射 具有 如 下 形式 : 

x 一 uo, 05, 

|y vo, 0). 

18165 ”对 于 大 地 水 准 面 ， 应 该 选择 一 个 原点 , 以 便 知道 什 
么 地 方 经 度 为 0; 实际 上 这 就 是 格林 尼 治 经 线 ( 见 图 18.1.6.1), © 
的 一 个 好 处 是 让 国际 日 期 变更 线 落 在 太平 洋 中 间 ， 人 而 各 免 了 太 
过 份 的 笑话 。 | 
18.1.7 ”对 图 的 要 求 BEEN 

1817.1 不 仅 集合 论 学 者 , 而 且 每 个 步行 者 ， 每 个 在 陆地 经 
商 或 是 航海 的 人 ,都 必须 在 图 中 计算 距离 (对 度量 的 , 见 18.4), ffi 
积 ( 对 规范 测度 的 , 见 18.3.7) 和 角度 (参看 18.1.2.4)。 看 来 距离 是 
最 重要 的 (考虑 到 腿 的 疲劳 ， 煤 油 的 价格 等 等 )， 因 此 我 们 希望 8 
在 4 上 的 诱导 度量 和 RE XL4) 上 的 诱导 度量 之 间 有 一 些 ( 不 计 
数量 差别 的 ) 等 距 图 。 然而 遗憾 的 是 ,我 们 在 18.4.4 中 会 看 到 不 论 
SH RA 有 多 小 ,都 不 存在 任何 一 个 这 样 的 图 ， | 

18.1.7.2 但是, 却 存 在 一 些 共 形 图 ， 也 就 是 保持 角 度 PI 图 
〈《 若 有 需要 可 参看 18.10.3 中 的 明确 定义 )， 例如 球 极 投 影 ， 参 看 
18.1.4.3。 因 为 利用 R 的 一 个 局 部 共 形 映射 ， 例 如 C 一 R WE 
一 全 纯 级 数 ， 总 可 构成 一 个 球 极 投影 ， 所 以 共 形 图 是 很 多 的 ， 见 
9.5.4.3。 

18.1.7.3 这 些 共 形 图 一 我们 所 用 的 大 多 数 是 这 种 图 一 一 
并 不 是 出 于 不 得 已 而 选用 的 。 理由 如 下 : 在 me 4 处 ， 共 形 图 
CA, P) 将 一 个 仅 与 妈 有 关 而 与 严 处 的 切 方向 无 关 的 系数 km) FE 
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HB] 18.1.6.3. 


到 光 穷 小 的 长 度 上 。 申 寺 实 际 上 我 们 经 常 是 在 s 的 很 小 的 区 域 4 
内 研究 问题 ， 故 若 这 图 不 是 太 不 正规 的 话 ， 在 4 的 一 个 小 区 域内 
系数 万 的 变化 是 很 小 的 ， 于 是 我 们 可 以 通过 修正 的 方法 充分 近代 | 
地 计 算出 长 度 和 面积 . 

BAR AL AE NA IIR i 18.11. 27 iur 
一 个 例子 ， " 
18.1.8 几 种 不 同类 型 的 图 E 

18.1.81 附注 . 其 实 所 有 的 图 都 可 称 为 射影 X 在 于 
最 初 的 图 实际 上 就 是 由 从 R 的 一 点 出 发 ，s 在 RR 中 到 一 平面 上 
的 射影 来 定义 的 ， 例 如 就 象 球面 投影 的 情形 那样 。 正如 18.11.27 
中 的 “ 柱 面 射 影 ” 那 样 ， DIEREOCIARI SRE TER EURE, 
然后 我 们 可 将 这 柱 面 展 开 成 平面 。 

现在 我 们 沿用 “射影 ”这 个 词 ， 但 从 下 面 的 Mercator 图 开始 
就 已 经 不 是 空间 射影 的 问题 ， 更 不 必 说 实际 上 我 们 研究 的 还 是 大 
地 水 准 面 了 (参看 18.1.6.3)。 

18.1.8.2 GR Mercator HS. 它 定 义 为 (当然 不 计数 量 
因子 的 差别 ) 在 18.1.6.4 的 意义 下 具有 形式 〈p， 6) (p:V(8)) 
的 共 形 图 ; 由 此 可 唯一 地 决定 函数 了。 这 个 图 了 的 反 函 数 忆 应 形 
如 | 

F Cu, o) rlu, WO)), 

其 中 工 是 映射 18.1.6.2, 而 W = V~, RUR HMI 向 量 ÔF/Ou, 
OF /Ov 满足 ， 


(SE SF)... 
. \ Ou | Or; 


RER Wi = cxW', BRIE c» 1f. 
cost 的 反 函 数 ,于 是 


vos (s(t 2) 
” 换 句 话说 , Mercator 射影 是 将 纬 线 和 经 线 表示 为 互相 垂直 的 ， 
EAR , 且 沿 赤道 等 距 的 唯一 的 共 形 图 . 对 18.1.7.3 中 的 不 变化 不 太 
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大 的 航行 而 言 ,不 论 在 航海 或 航空 中 这 都 是 一 张 至 关 重 要 ,非常 有 
用 的 图 。 实 际 上 经 线 和 续 线 就 是 正 交 的 坐标 直线 ; 由 于 还 是 共 形 
的 ,可 知 按 不 变 航向 行驶 的 轮船 或 飞机 的 妃 线 是 图 上 的 直线 ,因此 
可 以 用 直 尺 画 出 这 轨迹 ， 而 它们 就 是 轮船 或 飞机 在 某 一 段 时 间 内 
航行 的 轨迹 ， 贺 驶 员 让 罗盘 指 着 船长 或 机 长 指定 的 方向 . 

“在 球面 上 ,这 些 轨 迹 《 也 就 是 与 所 有 经 线 交 成 固定 角 的 曲线 ) 
RARR EIDET (9,0 的 方程 就 是 | 


| 7 elu (s(5 + =)\ +6 Ga, BER). 


图 18.1.8.2. Mercator 射影 


: 38.1.83. Rozar Mercator 共 形 射影 ， EM Mer- 
cator 图 在 接近 极点 时 对 系数 不 而 言 是 十 分 糟糕 的 ,因为 在 那里 太 
趋向 无 限 大 因而 变化 很 大 ,因此 ,距离 和 面积 的 问题 实际 上 是 没 法 
在 保证 精确 度 的 前 提 下 得 到 解决 的 ; 相反 地 ， 我 们 注意 到 古典 
Mercator 图 在 赤道 附近 是 极 好 的 , 因为 在 那里 系数 上 有 一 极 小 值 - 
且 变 化 很 小 (“一 个 函数 在 极 值 点 邻近 变化 其 微 ”). 

如 果 我 们 想 要 在 S 的 任意 一 点 处 实现 这 一 点 ， 也 并 无 任何 困 
难 : 我 们 可 以 通过 一 个 旋转 (因而 是 等 距 变 换 ) 将 点 转 到 赤道 上 ; 
显然 纬 线 和 经 线 在 图 上 从 理论 上 说 是 很 不 好 看 的 曲线 ， 和 而 实际 上 
在 一 个 小 区 域 里 却 几乎 是 一 些 直线 ， 如 果 说 我 们 可 以 从 直观 上 这 
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样 来 看 古典 Mercator 图 : 沿 着 赤道 作 外 切 于 s 的 圆柱 面 ， 将 球 
面 射影 到 它 上 面 , 但 与 此 同时 改变 纬度 以 保证 图 是 共 形 的 ,最 后 展 
FAEN, HAA Mercator JW CRA Mercator 射影 是 它 
的 一 个 特例 ) 就 可 以 看 作 沿 有 待 绘制 地 图 的 球 带 内 的 任 一 大 圆 进 
行 类 似 的 程序 ， 我 们 有 时 也 用 通过 交 球 面 于 两 个 小 图 的 圆柱 面 所 
得 到 的 图 ， 这 时 沿 着 两 个 小 贺 就 有 一 个 等 距 。 所 有 这 些 情 形 给 出 
的 都 是 共 形 图 ， 

目前 在 世界 上 用 得 最 多 的 身影 是 横向 Mercator 射影 ， BUST 
洛 经 线 与 球面 外 切 的 圆柱 面 所 作 的 射影 。 有 时 也 称 之 Gauss 
ER AT » 现在 用 缩写 MTU (Mercator transverse universal, 即 通用 
横向 Mercator 射影 ) HA, Wa, 瑞士 联邦 地 图 测绘 局 目前 采 
用 的 就 是 这 种 系统 。 利用 格林 尼 治 经 线 作 为 相 切 的 $5 R OC 
18.1.6.5) , 则 相应 于 此 图 的 公式 18.1.6.4 是 | 

18.1.8.4 

1 1 + cosÓ sin 0 
c= (tenta) ree is) 

与 MTU 有 关 的 数学 计算 ,可 见 [HOL] 第 工 章 ,其 中 讨论 
了 球面 的 情形 ; 对 大 地 水 准 面 的 情形 ,计算 更 为 复杂 ， 但 在 数学 上 
也 更 有 兴趣 ,可 参看 [LS] 的 第 四 章 . 

18.1.8.5 Lambert 共 形 射影 . 其 想法 是 改造 吉 典 Mercator 
射影 ,但 要 使 经 线 和 纬 线 仍然 是 R 中 的 简单 曲线 。 除 了 一 族 平行 
直线 和 它们 的 正 交 直 线 以 外 ， 最 简单 的 系统 就 是 取 同 心 圆 以 及 过 
这 些 圆 的 中 心 的 直线 ,我 们 完全 可 以 这 么 说 : 我 们 是 在 Res 
标 + 和 4 中 研究 问题 ， 关 于 Lambert 射影 ， AMT 18.1.6.4 的 公 
式 形 如 : 

IC? 0) (rlo, 0) = &(0), alps a) = ip sin&), 

其 中 6 MTOR, RER 3 应 使 图 是 共 形 
的 。 沿 着 所 考虑 的 纬 线 是 等 距 的 ;利用 18.1.8.3 的 直观 语言 , 我们 
可 以 说 : 将 5 投影 到 沿 有 关 纬 线 与 5 相 外 切 的 圆锥 面 上 ， 再 将 这 
圆锥 面 展 开 到 平面 上 ， 然 后 通过 一 个 函数 适当 调整 极 径 而 使 投影 


e.13 。 


是 共 形 的 。 因此 ， 经 线 成 为 直线 ， 而 纬 线 成 为 正 交 圆 。 如 同 对 


图 15.1.8.5.1. 


-图 18.1.8.5.2, — 


iB. | 
法 国 现行 的 地 图 绘制 采用 Lambert 射影 ;全 法 国 由 三 个 射影 
盖 , 其 中 每 个 盖 住 三 度 的 球 带 ，18.1.7.3 中 系数 《的 最 大 值 和 最 
小 值 之 比 小 于 1.407, 如 果 读 者 有 疑问 ， 可 以 凭 目 测 或 借助 于 直 
尺 验 证 在 I. G. N. 的 图 上 纬 线 不 是 直线 ， — 
有 关 Lambert 射影 的 数学 计算 可 参看 18.184 末尾 所 列 的 参 
JE cR. B | 
1818.6 RRR. 球 极 射影 不 仅仅 对 数学 工作 者 有 用 ( 例 
如 见 18.10.27， 在 适当 地 绘制 两 极 附 近 区 域 即 穹顶 区 域 的 图 时 也 
要 用 到 它 ( 从 极点 作 的 球 极 射 影 )。 球 极 射影 是 共 形 图 ; 经 线 映 成 
相交 于 极点 的 直线 , 且 根 据 18.1.4.3 球面 的 所 有 大 网 都 映 成 圆 。 


图 18.1.8.6. 


Hilbert. Cohn-Vossen, <A IUL», Chelsea. 


绘制 地 图 所 用 测度 的 精确 性 ， 以 及 对 地 图 提出 的 越 来 越 高 的 
精确 度 要 求 ,使 覆盖 法 国 的 三 组 Lambert 射影 的 衔接 误差 越 来 越 
显得 不 可 容许 了 ,怎样 用 单独 一 个 (从 新 西 兰 作 的 !1) 球 极 射影 来 覆 
盖 法 国 ,这 是 一 个 问题 ， | 

1818.7 ”其 他 系统 上述 讨论 表明 , 任何 整个 地 球 的 图 总 是 
在 某 些 部 位 有 和 缺陷 的 ; 然而 这 个 问题 却 引发 了 大 量 富有 创见 的 想 
法 ,下 面 的 图 给 出 其 中 的 一 些 例 子 ， 
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360" 展开 的 横向 Lorgna 射影 
(Hammer-Aitoff 变换 ) - 


球 极 射影 外 推 法 c0 G. Postel 射影 外 推 法 
(EAR) | | ( 直 向 式 ) 


360° 展开 的 横向 球 极 射影 图 
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360° 展开 的 横向 G. Postel 射影 
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Goode 不 连续 射影 Cahill 不 连续 射影 
R. Cuénin, «— E Ho # Si», 2 — #8, Eyrolles, 
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18.2 拓扑 和 代数 拓扑 


18.21 QE. S4 在 每 一 点 处 局 部 同 胚 于 R*, 因 而 是 局 部 连通 的 ; 
Si 是 紧 致 的 。 若 d>1, S 是 弧 连 通 的 . | 

| 由 图 的 存在 性 ,例如 球 极 射影 (参看 18.1.4) 的 存在 性 , 即 得 第 
一 个 断言 。S 作为 R^" 的 有 界 闭 集 , 必 是 紧 致 的 。 为 了 证 明 S^ 
EWR HF S 的 任意 二 点 至 少 属于 R^" 的 一 个 二 维 向 量 
子 空间 , 因 市 只 和 需 知道 S 是 连通 的 就 够 了 ,参看 8.3.8, 

”讨论 连通 性 (一 般 拓 扑 ) 以 后 ,还 要 讨论 单 连通 性 (代数 拓扑 )， 
也 就 是 要 讨论 基本 群 a(S) (对 这 一 概念 ,可 见 ZN], 第 2 3€), 
对 此 我 们 有 | 
18.22 GM. a(S) HAT Z, MAÉ 2S 2H mm(S 一 0 
( 即 对 d > 2, S° 是 单 连通 的 ). s 
18.2.3 对 4 一 1 的 情形 及 应 用 ,可见 [B-G] 第 289 页 和 第 9 À, 
以 及 [CH2] 第 62 Di. WEBE d 222, Us — S\n, Ui 二 S$\s， 
其 中 5 一 3s,w 和 :是 5 的 北极 和 南极 《参看 18.1.2.3). 我 们 可 
假设 回路 fe C°C(0, 1]; S) SHAS A: f(0) 一 1) 一 :, 现 
RIGHTS. AU 和 ESM, 且 UUU = S, 
故 对 任何 的 ze 10,1], BH 了 Te 0,(R) 使 f(V,)CU。 或 
(V OCU, AT [0, 11 的 紧 致 性 ,我们 不 妨 取 有 限 个 这 样 的 了 ,: 
V,, = 1, +--+, m), HERMES RDA, HREM, BA 
fCV,) CU, CAH, Ui), W fCV,, DCU, CHE, Uo). H 
此 , 最 后 就 得 到 一 个 序列 0 nni i, 使 对 所 有 
i RIL QUE 4441) CU, BRU, WR FCU.5al cU; RIR 
去 改动 它 ; 如 果 fCn.nal)cU, 月 n8 fCin, tial), 同样 也 不 
FES. TAR, À ne fC, fit] )， 则 用 下 面 构 造 的 新 映射 f: 
[55 til >S 来 代替 usa XE BEBE AUER AR 8] X f, ME» 4= 
feof: Cristina] > R^ 是 存在 的 ,这 是 因为 fCU;, titi] EU. 我 们 
任 取 不 同 于 q(t;)， q(tit1),0 的 WE R’, 并 将 gC ir, tier] ) By we 
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A EH eA q(u). qGin) 所 确定 的 两 条 半 直 线 上 ， 这 样 就 将 9 连 
续 地 变 成 4 : [rio ul R^ 而 使 O4 Cle, ul). BES 
[S 合成、 就 得 到 fis 
tinl >S, E f; À f ir) 
”的 连续 变形 , DR FF A 
FC) 和 f) HE, E 
nX f, (Ens tinl). 将 这 些 
变形 的 全 体 粘 连 起 来 ， 就 
得 到 的 连续 变形 f: 

图 18.2.3. [0, 1] — $, 使 f(0) 一 

FC) =s, H s&f'([0, 1 >。 于 是 我 们 可 考虑 R^ 中 的 回路 像 
fof :[0, 1] — R^, HT R? EPA MERRY, 因此 , 通过 fo 回 
到 ss 上 ,就 可 看 出 下 可 连续 成 一 点 ,从 而 f 也 同样 如 此 , 这 就 是 说 
S 是 单 连 通 的 . =] 
18.24 + | 

18.2.4.1 读者 会 注意 到 ， 18.2.2 不 可 能 证 明 得 更 加 简单 了 ， 
AA fe C%[0,1],5) 的 像 fC[o, 11) 可 能 刚好 是 整 s CREE SS: 
Peano 曲线 )。 为 了 通过 球 极 射 影 将 问题 归结 为 仿 射 空间 的 情形 ， 
关键 是 设法 使 S$ 上 有 一 点 不 在 入 [0, 1]) H. 如 果 f 是 可 微 的 ， 
则 fC[0, 11D) 六 $5， 因为 实际 上 1《[0, 1]) 这 时 是 零 测度 的 ; 
18.2.2 的 另 一 证 明 方 法 是 通过 可 微 的 了 去 逼近 连续 的 瑚 例如 可 参 
看 [GM] 第 17 页 . 

18.2.4.2 事实 上 证 明 18.2.3 包含 了 Van Kampen 的 更 一 般 
结果 的 证 明 的 基本 思想 . 参看 [GM] 第 II Be [ZN] 第 45 pi. 

下 面 的 概要 论述 是 从 文化 育 景 的 角度 给 出 的 ， 有 兴趣 的 读者 
请 参考 所 提 到 的 著作 
18.25 同调 ,映射 度 

18.2.5.1 在 某 些 适当 的 拓扑 空间 中 ， 我 们 附加 上 同调 群 ， 这 
种 附加 的 群 是 连续 映射 的 画 子 。 对 STE PAT GOMAS 
都 间 构 于 乙 以 外 (d 之 1)， 其 他 所 有 的 同调 群 HQQ57) BAZ. 
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HQ) e Z 这 一 事实 并 没有 多 大 意义 ， 它 仅仅 反映 了 S 的 连通 
H. E, HAS) SZ 跟 它 在 2 = 1 时 的 结论 a(S) HZ — 
样 , 有 广泛 的 应 用 . 

18.2.5.2 实际 上 若 设 fe clst, SS, Wh TH T AM 

f 诱导 一 个 群 同 态 fx € Hom (HCS), H,C8?)). RAY HAS) 规 

范 地 同 构 于 乙 ， 所 以 我 们 可 写 fs(m) = km, k, meZ, XE 
数 《 完 全 依附 于 fe CS, SI, WA f HE HIT deg(f). 

容易 看 出 映射 度 具有 下 列 性 质 : 

deg (Ids?) = 1, deg(—Idsé) = ( —1)7"!, 

45 f 是 常 映 射 , 则 deg(f) = 0, # f E 是 相互 可 以 连续 变形 的 
( 即 是 同 伦 的 ), 则 deg(f) = deg(e), Ei f 是 非 满 射 , 则 deg(f) - 
0, Bia, deg (fog) == deg Cf) deg Ce). 

18.2.5.3 ”推论 ，4 为 偶数 时 ,在 S 上 的 任何 " £& jn) E i5: 
xt E(x) € TS 至 少 在 一 点 处 为 零 。 

利用 反 证 法 : 若 Vx€ S E(x) =æ 0, 则 可 将 5 单位 化 : 


UE. ^ ED 
UT dg) 77069 cf” 


1 仍 是 连续 向 量 场 ,于 是 可 以 通过 单 参数 映射 族 
fx cost » x + sint+ n(x), 1€ [0,2] 
将 ' Idst 变形 成 一 1dss。 所 以 , 
! deg (Ids4) = deg(—1d,4), 5 deg (Ids?) = 1, 
| -deg (—Idyt) = (-1)" 
FB. m 
18254 ”例如 在 地 球 上 总 存在 一 点 ， 在 那里 风速 为 零 。 再 
如 : 要 将 球面 5* 上 的 头发 梳 得 一 丝 不 乱 是 不 可 能 的 。 
18.2.5.5 对 任何 奇数 d, 在 S 上 处 处 不 为 零 的 向 量 场 总 是 
存在 的 ; 例如 在 4 = 2n 一 工时 可 取 
ECx19 x,) 一 《一 2 Xis 345 X33 77 0 y Xi Mini )e 
对 ”* 王 2， 这 样 得 到 的 回 量 场 正 是 $ 1.2.9 中 所 描述 的 作用 的 轨道 
的 速度 向 量 场 Hea 18.8.1, 


im 
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18.2.5.6 推论. Ur [€ CAS, 5%), Æ deg Cf) = —1, UW 
f 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 Are S”|f(x) 一 x。 特 别 当 f 同 伦 于 恒 
AE DES. ,结论 成 立 ( 试 与 18.2.5.3 比较 )。 
用 反 证 法 : 假定 Vres A f@) xe, Wh = (—Ids»)of 
使 V x€ $7, f(x) < —x. 但 这 时 将 x 与 f(x) 连续 地 连接 起 
来 ， 因 为 存在 从 x 到 f(x) 的 唯一 的 大 圆 弧 ， 这 就 给 出 了 PCR 
Ids 之 间 的 一 个 连续 变形 ,因此 | 
deg Cf) = deg (Ids), 
Ej deg (f) = deg (f)deg (1dg) AIS. | E 
18.25.7 18.2.5.6 的 结果 还 可 以 利用 Lefschetz 关于 映射 不 
动 点 的 一 个 更 一 般 的 结果 得 出 : 例如 见 [GG] 第 224 页 。 | 
.. 18.258 在 可 微 映 射 范围 内 ，18.2.5 可 以 处 理 得 更 为 简单 : 
例如 可 见 [B-G] 第 273 页 。 | 
18.2.6 Jordan-Brouwer 分 离 定 理 l 
在 这 一 节 中 4 之 1。 GMAW H,CS7) e Z 出 发 ， 经 过 一 
些 细致 的 步骤 即 可 证 得 (例如 可 参看 [GG] 第 81 页): 
18.261 EE. 设 了 是 S^ 的 同 胚 于 51 的 子 集 ， 则 SAV 
恰好 有 两 个 具有 公共 边界 7 的 连通 分 支 。 
利用 球 极 射影 可 得 ; | 
18.262 fiib. KV E R’ 的 同 还 于 sa "TA, 则 RAV 
恰好 有 两 个 具有 公共 边界 的 连通 分 支 。 其 中 一 个 分 支 是 相对 紧 
致 的 , 称 为 V 的 内 部 , 男 一 个 分 支 是 无 界 的 , 称 为 V 的 外 部 。 
18.2.6.3 ”对 d 一 2， 根据 定义 V 就 是 R 的 简单 闭 曲 线 ， 而 
18.2.6.2 就 是 Jordan ŒE. X 4 = 2 这 种 最 简单 的 情形 ,可 参看 
[B-G] 第 339 页 或 [DE 7] 第 251 页 的 初等 证 明 。 — | 
 18.26.4 从 18.2.6.2 容易 得 到 下 面 的 基本 结果 : | 
18.265 ”定理 《区 域 不 变性 定理 )。 设 UCR 是 连通 开 集 ， 
f:U > R* 是 连续 单 射 , 则 U) 是 开 集 , 且 f dll Be. 
18.2.6.6 Hit. R^ 和 R” M4 d—d 时 才 可 能 局 部 同 
M. 
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” 18.2.6.7. i. Gime AIRES: Mia RARE 
当 4 一 d HAA MD AA Pine [B-G] 第 21 0D. X 
例如 4 — 1 或 4 = 2 的 情形 ,因为 若 品 是 R'mMIFSR.H. xe UM 
U\r Ed = 1 时 是 不 连通 的 ,在 4 > 2 时 是 连通 的 , m] UN 在 
d= 2 时 不 是 单 连 通 的 ,在 4 > 3 时 则 是 单 连 通 的 ， 

18.2.7 Borsuk.Ulam 定理 。 对 任何 连续 映射 f:5—R°, 至 
少 存在 一 点 xe 8 使 f(x) m= f(r). | 

其 证 明 可 见 [BN] 第 337 页 。 


18. 3 球面 作为 微分 流 形 规范 测度 


18.3.1 ED 12.7 中 我 们 曾经 指出 当 2L k <n Hts "o 
MA “ 维 " 子 集 定 义 测 度 所 存在 的 困难 ; h CL 12.10) 的 情形 
是 例外 ， 但 也 颇 为 环 手 。 我 们 之 所 以 要 利用 积分 理论 和 微分 子 流 
形 理论 的 一 些 结果 来 定义 Ss 的 规范 测度 ,原因 就 在 于 此 ;事实 上 所 
有 严密 的 理论 都 不 是 一 路 而 就 的 。 另 外 ，3 的 规范 测度 在 杰 书 其 
他 章节 中 仅 在 12.7.3.1 中 证 明 12.7.3 时 用 到 , 而 对 此 我 们 已 在 
12.7.3.2 中 明确 地 给 出 过 一 个 初等 证 明 ; 这 就 是 下 面 的 阐述 比较 简 
单 的 缘故 ， 

18.3.2 球面 是 R 的 一 个 C” 微分 子 流 形 ; 事实 上 ,球面 由 方程 
f.— l.l LEX, RERNE f(x) 一 2(x*| .)， 该 导 函 数 在 S 上 
HAWS; 因此 ，s 在 z 处 的 切 空 间 为 COROLES ,与 
18.1.24 一 致 (参看 [B- G] 第 56 页 和 第 86 TÙ). B 7 
1833 RCS, T.s 是 R 中 s 上 的 C! 类 曲线 的 速率 
向 量 集合 ; RTS 上 曲线 的 几何 学 ， 例 如 可 见 : 18.1.8.2 中 提 到 
T 9.14.34.3 E HAUER T BR AR LLB [B- -G], 8.7.12 和 
9.9.6, 

18.3.4 SER. 2% R^" 的 规范 定向 , 则 球面 S 作为 球体 BO, 
LCR 的 边界 容 有 一 个 规范 定向 (参看 [B-G] 第 182 页 )。 给 
HS 定向 的 另 一 方法 是 利用 微分 形式 ; RY 的 4 次 微分 形式 
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i=l 


| 在 ， sS 上 的 限制 称 为 S 的 规范 体积 形式 ;这 个 形式 。 不 是 别 的 ， EX 


Ys 


+ òo >% 8 + 


3 的 单位 法 向 量 和 R*+! 的 规范 体积 形式 

: (o = dx, ^: + A dress E | 
的 内 积 。 对 Sh Hom xdy Ndz + ydz \ dx + zdx Ndy CERK 
容 可 参看 [B-G] 第 173 D). PAR ER As ET A 18.1.6.1 是 正定 的 
(参看 [B-G] 第 174 页 ) ,因为 我 们 有 


18.3.5 7 *o = 7 cos de A de (ee |- 7? E 


18.3.6 o 完全 由 SHE 所 以 是 规范 的 ; 由 此 可 Jl È E 
O(d + 1) = ICS) 下 是 不 变 的 (参看 18.5). 此 外 ,3 上 所 有 次 数 
大 于 零 且 在 Is(S) 下 不 变 的 微分 形式 都 与 6 “成 比例 ， | 
183.7 规范 测度 © E 
18.371 一 个 很 有 启发 性 的 想法 是 : 5 在 每 点 处 的 切 空 间 
都 是 定向 欧 氏 空间 ,因而 具有 规范 测度 ;所 以 就 能 在 一 个 适当 的 意 
义 上 对 它 积分 。 例 如 ， 如 果 AU 一 R^ 是 $5 的 一 个 图 ESE 
' 支 集 在 口中 的 函数 ,我 们 可 以 定义 在 S 上 的 积分 为 ” “1. 


.| (for). Gram(%, 


.这 是 在 Gus, us) € R4 的 Lebesque 测度 下 的 积分 ;事实 上 根 
据 5.11.6, 平方 根 表示 切 空间 中 的 “无 穷 小 体积 "。 我 们 可 通过 坐 
标 图 的 变换 来 验证 这 个 量 的 不 变性 ; 由 于 要 用 好 几 个 坐标 图 才 
能 覆盖 ,要 建立 一 个 完整 的 理论 就 必须 利用 单位 分 解 。 
48.3.7.2 一 种 实质 上 等 价 的 方法 , 是 利用 定向 流 形 上 的 积分 
理论 ,这 时 ， 若 仍 将 s 的 规范 测度 记 作 o, 则 s LE 函数 f 的 积 


分 定义 为 | fo, 其 中 积分 是 微分 形式 Fe t S 上 的 积分 (参看 IB- 


G] 第 205,234 W). AMBRE CAH SAE RSW ES 
S, Bede 18.3.5 (和 [B-G] 第 209—211 页 ?对 任何 函数 上 He ©: | 


e 24 . 


18.3.7.3 
| fo = | | (cos 6 « cos p, cos @ — 
s I0,2æ{x 1/2, /21 


n . © Sin p, sin 6)cosO * do * 46, mE 
18.3.7.4 附注 。 5 的 测度 在 ICS) 下 是 不 变 的 ,因为 它 是 从 
其 结构 本 身 得 出 的 ;在 不 计数 量 因子 的 差别 的 条 件 下 EE S 上 在 
ICS) 下 不 变 的 唯一 测度 。 这 一 点 可 以 利用 2.7.4.4 中 给 出 的 办 法 
来 说 明 ; 修改 后 的 测度 也 仍 是 在 * 处 连续 的 , 因为 群 (S) AE 
成 切 空间 TS 的 所 有 方向 窑 有 连续 于 群 而 以 上 结论 对 所 有 的 
x € $ 均 成 立 ， 
18.3.8 BRO | 
| 18.381 Hi DC S 的 体积 (d= 2 时 称 为 面积 ) 定义 为 


| Xoo, 其 中 Xp 是 的 特征 函数 ， 在 9.12.4.8 中 可 以 省 到 ，384 的 


全 体积 为 aCd + 1). | 

18.3.8.2 SHOR SHAE +m 的 两 个 半 大 圆 在 mw 处 的 
单位 切 向 量 夹 成 a ASE 18.1.2.4) , 则 称 含 于 这 两 半 大 图 之 间 的 
子 集 D 为 5 的 a 角球 面 弓形 ,于 是 有 : — 

18.3.8.3 万 的 面积 = 2a, 

EKE, WA tm 为 北极 和 南极 的 球面 坐标 , 则 根据 
18.3.7.3: 


| a =/2 
Dir a= |"| PN fo a, 
0 J —«/2 


18.3.8.4 Girard 公式 (1625 年 )。 若 3: 的 球面 三 角形 的 三 
AEX a, 8, 7, 则 该 三 角形 面积 等 于 a 十 8 十 7 一 x. 

关于 球面 三 角形 的 定义 ， 可 见 18.6。 把 这 个 三 角形 的 顶点 记 
À x, ys 25 相应 的 条 记 为 €, B, Y & D EWG Y, 2 的 大 圆 为 
边界 且 将 * 含 于 其 内 部 的 半球 面 ,在 不 计 零 测度 集 的 条 件 下 ,DD 可 
分 成 四 个 集合 T, 4, B, C, 其 中 了 工 是 所 考虑 的 三 角形 ,而 TUB 
WT U CHIE e FT 角 的 球面 号 形 , TU4 与 AUCT) 其 
有 相间 的 面积 ,而 后 者 是 角 的 马 形 ， 因 而, 三 次 应 用 18.3.8.3 就 
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"qoc oe OX Man. | j is 
T aut x f oh d * E M . " | 7 vs Loc Wy 1 


有 : 
2n D 的 面积 一 7 了 的 面积 十 4 的 面积 十 B 的 面积 十 C 的 面积 
— T 的 面积 十 [2a 一 T 的 面积 1 
十 [28 — T 的 面积 ] 十 [2 一 了 的 面积 ]。 


图 18.3.8. 


18385 Hib. BPR PRN AH ali = L um) 
的 球面 凸 多边 形 WA 


P 的 面积 = > a; —(n— 2a. 


i=] 


证 明 与 10.5.2 相同 。 

18.3.8.6 附注。 公式 18.3.8.4 无 非 是 对 HERRERNE 
成 立 的 一 般 Gauss-Bonnet 公式 的 一 个 特殊 情形 。 Gauss-Bonnet 
公式 是 说 ,对 三 边 都 为 测 地 线 ;内 角 为 a,8,7 的 三 角形 个, 有 a+ 


per—am| Keo, 其 中 k 表示 流 形 的 曲率 ，o 是 规范 测度 ; 


46 * 


:在 此 , S 的 曲率 恒 等 于 1。 在 双 曲 几何 中 (参看 19.5.4)， 我 们 还 将 
看 到 内 角 为 a, 8,7 的 三 角形 的 面积 为 x 一 a 一 # 一 7; 这 个 结 
论 对 应 于 双 曲 平面 的 曲率 为 常数 — 1 的 事实 。 对 曲率 为 零 的 欧 色 
平面 ， 我 们 很 简单 地 有 10.2.4。 请 参阅 12.7.5.2 中 的 参考 文 AR. 
Girard 公式 特别 表明 : BSE OX PARE «Oe m A 
倍数 所 成 的 集合 zxQ , 则 工 的 面积 也 属于 xQ. 对 于 球面 Std > 3) 
的 单 形 剖 分 ,要 把 每 个 单 形 的 体积 用 二 面 角 (这 是 球面 三 角形 的 内 
角 的 自然 推广 ) 的 函数 来 表示 , 是 一 个 非常 困难 的 问题 ; Cheeger 
和 Simons 新 近 提 出 一 个 猜想 ， 对 d 兰 3， 存 在 5^ 上 的 单 形 剖 
分 ,其 中 的 单 形 二 面 角 都 属于 Q, 但 体积 不 属于 xQ. 
在 12.11.4.3 中 我 们 曾经 提 到 等 周 不 等 式 12.11.1 在 S* 中 推 
广 的 问题 ， 
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18.41 在 此 我 们 沿用 9.9 中 所 使 用 的 符号 。 在 9.9.4.3 中 我 们 已 
经 看 到 ,由 R'" 在 SS 上 所 诱导 的 距离 并 不 是 很 好 的 ,实际 上 它 既 
不 是 优异 的 也 不 是 内 北 的 (参看 9.9.4.4)。 9.9.8 启发 我 们 应 这 样 
处 理 ; 对 x, yes, 置 xy Arc cos [(x|y)], Min: 

18.4.2 EH. RT: Sx 5 一 [0, z] 是 S 上 的 度量 ;这 一 度量 
是 优异 的 ， 因 而 是 内 裂 的。 这 度量 与 RA 在 s 上 诱导 出 相同 的 
自然 拓扑 。 设 x, ye 3: À y & 一 +*， 则 存在 唯一 的 从 x 到 y 的 
RAEM A y = 一 +*, 则 所 有 的 端点 为 x 和 -x 的 半 大 阅 都 是 从 x 
到 ? AREE. RETRA S 的 内 蕴 度 量 ， 我 们 以 后 不 再 沙 碟 
其 他 度量 ， 

TRA xy — 0- x y Ñ xy = yx. x, y, z RAH, = 
角形 不 等 式 可 从 18.6.10 推出 ; 三 点 共 面 时 可 从 9.9.8.1 推出 。 从 
18.6.10 和 9.9.8 我 们 可 以 推出 二 是 优异 的 ， 并 能 得 到 一 些 关 于 最 
短 道 路 的 论断 . 

请 参阅 18.11.13 中 关于 三 角形 不 等 式 的 另 一 证 明 。 
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B] 18.4.2. 


18.4.3 ”附注 。5 的 内 看 度量 恰好 是 按照 9.9.7.1 由 R'" 诱导 的 
度量 所 推 得 的 4; 我们 将 证 明 留 给 读者 ; 见 18.11.26, 

1844 ”命题 (等 距 图 的 不 可 能 性 )， 设 是 5 的 任 一 开 集 ， 必 不 
存在 等 距 有 映射 f:0 > RY, BO f 不 可 能 使 (f(x), FO) — xy, 
Vr,yEU., 


图 18.4.4. 


首先 注意 到 , 若 r, y, ze 3 是 线性 无 关 的 , 则 和 集合 
M = {mE S: mx = my = mz) 
是 3 的 4 一 2 维 子 大 球面 ， 且 垂直 于 SHAD x, y, x 的 2 维 子 
PHN. 设 * 是 好 站 六 中 一 反 ， 且 属于 x, y, z 所 决定 的 半球 面 ， 
THA MIME |S 18.6.8 和 18.11.6) 
18.4.4.1 xi = inf (xm :mE M). 
现在 设 U 是 8 的 一 个 开 集 ; 根据 18.6.10, FREAD x, Ys 
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ES ti xy = yz = us. 利用 18.6.13 的 球面 三 角 公 式 就 能 把 
p= xb 一 yt = zt SWEAR xy 一 yx 一 zt — o 的 函数 ， 且 
HALLE e 38. 现在 用 x yz. rm, M 表示 x y, 
z.:1,7, M 在 f 下 的 像 ,因为 f eS, FEST vyz 是 
R’ 中 的 等 边 三 角形 ,继而 有 
7 M' = {ve R^:d(v, x) = d(v, y) = dz, zu. 

根据 : 的 极 小 性 质 ,由 于 I 是 等 距 变 换 ， 故 ” 必然 使 dsr) = 
inf {d(x， »):9€ M'}。 这 时 , 在 R4 中 利用 初等 方法 即 可 知 ! À 
是 {x,y , z'} 的 中 心 ,在 此 情形 下 dx, y ) 一 V 3 d's 1s RE 
而 d(x’, 1) 一 下 一 8, 于 是 有 a 一 M36， 得 出 矛盾 . 
1845 it. 上 面 的 这 个 命题 尤其 可 从 18.4.7 得 出 。 另 一 方面 这 . 
命题 也 可 与 18.11.7 的 讨论 相仿 地 证 明 ; 而 且 ， 前 面 的 证 明 是 建立 
在 距离 极 小 问题 的 基础 上 的 . | 

关于 具有 比 等 距 弱 一 点 的 各 种 性 质 的 图 , 见 18.1.5. 
1846 ”垂直 平分 性 。 根 据 8.3.11 和 9.7.5 ,对 x, y€ S, x 5e y, À 
A {zkS:zz 一 zy} 是 3 的 2 一 1 维 大 球面 ,与 个 线性 无 关 的 点 
等 距 的 点 的 轨迹 ,是 一 个 d 十 1 一 《 维 子 球面 . 
18.4.7 ”球面 由 度量 所 表示 的 特征 。 这 里 涉及 的 是 (5, +) 上 的 
类 似 于 9.7.4 中 对 欧 氏 空间 讨论 的 问题 ， 回 答 是 肯定 的 ; [BL] 第 
VID 章 中 对 此 有 详细 的 讨论 。 在 练习 18.11.14 中 可 找到 其 主要 部 
分 ;显然 它 给 出 了 18.4.4 的 又 一 证 明 。 


18.5 5 — à 


185.1 有 了 S 上 的 一 个 好 的 度量 后 ,最 紧迫 的 任务 是 考虑 它 的 变 
换 群 CS). 事实 上 原本 有 两 个 群 要 考虑 :IsC3,-) 和 IS, d). 
然而 根据 8.3.11, 这 两 个 群 是 一 致 的 ;因而 我 们 可 以 将 它们 部 写成 
ICS) 而 不 致 引起 歧义 。 另 一 方面 ,由 于 9.82, 18) 与 

Issa R^*) = (f € (R=): f(S) = $} 
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是 一 致 的 。 最 后 , 正 交 群 0(d + 1) 是 含 于 Iss(R+#) 内 的 ; 
O(d + 1)CIlss( Rit+), 

18.5.2 命题 。 通 过 在 S LOREZ, Old 十 1) 自然 同 构 于 

— IsCS?X, 

i FeIs(R?): 证 明 FCO) 一 0 即 足够 了 (参看 9.1.3)。 而 
我 们 的 想法 是 d(x,2)—2,x,9»€3" 表示 了 对 径 点 y = 一 + 的 
特征 。 设 任 一 xe S: Adlil), f(—)) = d(x, —x) 一 2， 于 是 
帮 一 *) = 一 f(xs7)， 而 且 由 于 是 仿 射 变换 (参看 3.5.1) ,就 有 : 

lat(a) fx) + (mx) _ | 
Ko) = p (ERED) - 1925 79 0 


18.53 记号。 4 Ist(S*) = Ot(d + 1) Æ S LEIRA, (SS= 
O (d + 1) 在 3 上 的 限制 (参看 8.2.1). 

18.54 注 。 若 在 某 种 适当 的 意义 下 给 定 S 上 的 一 个 定向 ， 则 
Is*(S) 是 保持 这 一 定向 的 等 距 变 换 群 (参看 18.3.4). 

BE ls(S》( 同 样 Ist(S)) BEL AWE FBR’ AR: 
18.5.5 ”命题 (二 点 可 迁 性 )。 设 s 的 任意 四 点 满足 xy = 29, D 
存在 fels(S) 使 f(x) x MiM=:;:., 

关于 这 个 问题 ,可见 9.1.7, 

18.5.5 的 无 穷 小 说 靶 是 : 

18.5.6 命题 、 任 设 x+, x eS, EE€ET,S, E€ TS, H WE — El, 
则 存在 tel) 使 f(x) 二 x MCE) = E, 其 中 f 表示 f: 
R35 的 切 映 射 (或 导 有 映射 )。 换 句 话 说 ,ls(5) 在 S$ 的 单位 切 向 量 
集合 上 是 可 迁 的 。 

对 4 一 1 或 2 可 和 确切 地 表述 为 : 

18.5.7 E, md 一 1, 设 任意 四 点 x, y, x, y e P (E 0 < 
xy — xy <2, RZ LCS PoE f (E f(x) — x A fi) 
y. WF 4 一 2， 设 任意 四 点 x, y, x, y € S (i xy — xy <a, 
则 在 ist(S?) 中 唯一 存在 1 使 f(x) 一 x 和 fG) = y. | 

最 后 ,下 面 的 结果 表明 了 s 在 群 (3) 下 的 不 变 度量 的 唯一 ， 
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性 : 

18.5.8 Gh, 设 5 是 3 在 BCS 一 O(d + 1) 下 的 不 变 度量 ， 
则 存在 一 个 内 射 o: [0, xl >R, 使 Ve, yeS 有 8x, y) 一 
v (xy). i6 MEAN, WEARER E Yr yes A ox, 
y) = kxy. 

18.5.5, 18.5.6 和 18.5.7 等 结论 很 容易 从 8.1.4 和 8.2.7 1818. 
为 证 明 18.5.8 的 第 一 部 分 ,我 们 固定 re S, 并 对 所 有 的 re [0, x] 
选择 ye SH zy 一 r。 令 or) = 6x, y), 则 Vu, ves À 
lu, v) 一 pluv) ROUE uo = r= xy, WHE fe ICS) (参看 
18.5.5) 使 fi) =u 和 iO) = v, 由 此 得 出 

Cu, v) = ELEC), Fly) = 8( x, y) = gr) = our). 
18.5.8 的 第 二 部 分 比较 难 一 些 ,下 面 我 们 将 它 分 成 几 步 来 证 明 . 

185.81 对 所 有 满足 下 列 条 件 的 r, s, zE [0, xz/2]:r 十 和 
[0, 2], r>s 和 te [r — s, r 51, RMA (Os q(r) + 
pls). S3: E, LÉ 18.6.10 存在 x, y, ze STE xy =r, xz s 
和 yz 一 +， 因此 | 

gle) = p (yz) = 5(y, 2) < 8x, y) + (y, x) 
| = qr) + os). 

18.5.8.2 RM p 是 连续 的 . 18.5.8.1 的 关系 式 表 明 ， 只 需 
知道 PE 0 处 连续 就 够 了 。 然 而 因为 
6 是 内 蕴 的 ， 故 至 少 在 在 一 条 关于 6 
的 可 求 长 曲线 f. 因此 ,由 f 的 长 度 的 
定义 (参看 9.9.1) 就 可 知 , 存 在 x,y € S 
使 alr, y) 达到 我 们 所 要 求 的 那样 
小 、 因 而 oC) 也 可 达到 所 要 求 的 那 
FN, 而 18.5.8.1 导致 CR r—:) 

Vue [0, 211 有 plu) < 29(25; 这 就 图 18.5.8.1. 
证 明了 9 在 0 处 的 连续 性 . 

_ 18.5.8.3 

Vxe [0,2] 314) € 10, 1[1o(zx) 9 1@(x)W1€ [0, 1(x)]. 


RARE: ”倘若 对 所 有 的 neN* 总 存在 selo, 1[ 使 
ex) < sp(x)， 则 首先 通过 反复 使 用 18.5.8.1 可 知 , 对 N 中 所 有 
不 太 大 的 ， 均 有 olksx) < Rso(x). 此 式 对 所 有 n 和 所 有 上 大 都 
成 立 , PEERY, 故 对 所 有 te [0, 1] A ox) < tee) CQ 


在 民 中 的 称 密 性 ). 于 是 , 设 we 10, *[ 使 ou) < + p(x); 则 由 
”18.5.8.1 可 得 出 矛盾 : 
plx) = ou + (x — u)) < plu) + plx — u) 


x — 4 


« glx) + 
x 


p(x) = of). 


18584 C x at ont, PS) 具有 有 限 极限 1。 
根据 18.5.8.3, 或 者 $0 ,ke R, RE 了 e. —— 


x> 0 
oo。 这 后 一 种 情形 是 不 可 能 产生 的 ; 事实 上 没 f 是 关于 6 的 可 求 
长 曲线 , 则 (参看 9.9.1) 对 
FEIN > 04 f Ee FR 
KÈ >f eT FAKES 
X 的 乘积 ， 而 这 是 不 可 能 
的 ， 困 为 于 在 于 二 的 长 度 
是 大 于 0 的 。 现 在 ， 定 义 
9.9.4.4 和 18.4.3 的 证 明 技 
DRE, XT 和 于 的 可 
求 长 曲线 是 相同 的 ， 且 了 
在 5 下 的 长 度 一 /在 一 下 
的 长 度 的 《 倍 .由 于 o EME, RARE IN 5Cx，y) 一 Arzy Yr, yes 
(参看 9.9.4.4), 
18.5.8.5 Œ. 18.5.8 表 朋 二 是 SS 上 良好 的 度量 《不 计数 量 站 
子 的 差别 )。 丸 外 ,我 们 要 指出 ,如 果 仅 仅 在 S 上 寻找 (S) 下 不 
变 的 黎 曼 度 量 ， 则 唯一 性 的 证 明 是 显然 的 ,因为 18.5.6 表 了 明 
Old 十 1) 在 5 的 单位 向 量 集合 上 是 可 迁 的 ， 从 而 这 些 歼 曼 结 构 
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p olx) 


图 18.5.8.3. 


部 是 成 比例 的 ， 
18.8.0 ”关于 ICS) 的 迷 向 群 (参看 1.5), 有 15, (54) 一 0, (R=), 
因而 1s:(S) 和 O(d) 之 间 是 同 构 的 . 

18.5.10 对 Is(S') 或 Is(S*) 的 有 限 子 群 的 研究 ,可 见 1.8.2， 
1s(S4) 的 有 限 子 群 的 分 类 是 另 一 个 内 容 丰 富 的 研究 领域 ,建议 读 
者 参阅 [WF] 的 整个 第 HI 部 分 ， 


18.6 球面 三 角形 


18.61 本 节 的 目的 研究 5 上 的 球面 三 角形 ,也 就 是 说 , 研究 3 维 
欧 氏 空间 的 三 面体 《由 同一 点 出 发 的 三 条 半 直 线 所 构造 的 图 形 ). 
特别 是 ,球面 三 角 研 究 三 面体 的 三 个 面 角 和 三 个 二 面 角 这 六 个 数 
之 间 的 关系 .这 一 些 关 系 在 天 文学 ,航行 学 (航空 和 航海 ) 和 机 械 学 
中 都 是 很 基本 的 。 我 们 将 指出 导致 这 样 一 些 应 用 的 途径 。 更 一 般 
地 ,我 们 可 以 首先 研究 球面 Sd 之 3) 的 三 个 点 , 然而 我 们 通过 
考虑 由 这 三 个 点 所 生成 的 2 维 子 球面 ， 实际 上 又 加 到 4 = 2 BST 
É. 相反 WHS? 的 4 十 1 个 点 所 成 图 形 是 很 重要 的 ; 但 我 们 会 
看 到 对 4 > 3 的 研究 要 
比 对 2 — 2 的 研究 困难 
得 多 : 对 此 可 见 [CR3] 
第 247 页 和 其 中 提 到 的 
参考 文献 ，18.3.8.6 中 
那个 没有 解决 的 问题 则 
是 表明 xz = 2 的 情形 与 
d > 3 的 情形 之 则 难度 
不 同 的 一 个 例子 ; 
18.6.2 ”定义 .~ S 的 三 
个 点 所 成 的 三 元 组 (x， 
y» 2), ETEN R' 的 向 量 时 是 线性 无 关 的 , 则 称 为 S 一 5 的 三 角 


PY 18.6.2. 
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18.6.3 我们 不 妨 将 《x, y» 2) 眼 与 它 自然 地 联系 在 一 起 的 那个 有 
学 影 的 部 分 ( 见 18.3.8.4) 混同 起 来 . 并 把 后 者 也 称 为 以 x，y，z 为 
机 点 的 球面 三 角形 。 | 

18.6.4 ”从 图 18.6.2 可 看 出 , 三 面体 (Ox, Oy, Oz} 的 二 面 角 等 于 
LE (x, y, 2) 的 顶点 处 的 、 与 x*, yo z 所 确定 的 大 贺 根 切 的 单位 向 
量 间 的 夹 角 。 因此 ， 引 进 下 面 的 概念 和 记号 就 是 很 自然 的 : CE 
x, y 是 S (更 一 般 地 ， 任 何 一 个 欧 氏 空间 ) 的 两 个 线性 无 关 疝 量 ， 
$119 


18.6.5 — (xl yx, 


n m 
这 就 是 说 x, 是 在 对 (x. y} 实行 Schmidt 标准 正 交 化 (参看 8.1.4) 
后 继 x 所 得 的 第 二 个 向 量 ， 

MH x, EREA” 和 终点 > 所 决定 的 大 圆 弧 在 * 处 的 单位 
DE. 我 们 可 以 很 方便 地 将 这 一 xE T.S 看 作 系 于 * 处 的 一 
个 向 量 ， 


图 18.6.5. 


18.6.6 ”定义 和 记号 . WE (x. y. 2) 为 球面 三 角形 。 点 *, y, zR 
I xs ys z) TAA. o ys z) WARA EEH Cry), (y,z)， 
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(z, x) (ATE AY A 或 者 是 指 这 三 边 的 长 度 。 即 三 个 实数 : 
yz, b = zx, c = xy, (x, y, 2) 的 角 就 是 向 量 的 《 非 有 疝 》 - 
《四 而 是 实数 < J0, xz[ ): 
a = XyX, 一 Arc cos (CAES i= Yey, = Arc cos (Cy. y.)), 
Y = 2,2, = Arc cos((z,] z,)). 
18.6.7 ”与 欧 氏 平面 三 角形 的 情形 相 类 似 ， 大 体 上 我 们 希望 ， 6 个 
数 a, b, cs a 8, Y 可 表示 为 其 中 仅仅 3 个 数 的 函数 。 一 个 富有 
局 发 性 的 理由 (18.6.13.10 中 将 对 它 作 合乎 格式 的 讨论 ) 是 ， 若 给 
Ha 2，c<， 则 在 不 计 等 距 差别 的 情况 下 ，y 和 z 是 确定 的 ;事实 
LEAH r, z = ou. r, =v HERE u, ve TS 和 wv 二 a, 
则 在 以 x 为 始点 分 别 与 * ho AIX BE Ht ERKE b— xz, 
c= xy 后 ，y 和 xz 就 完全 确定 了 。 然 而 车 我 们 在 x 处 重新 这 样 
做 ,使 wv €T, S 和 wv 一 wv 一 a, 则 存在 一 个 等 距 变 换 , 它 
x HR x’, Hu, eo Rw, vs NME y, 2 RE y, z', mi 
即 得 yz 一 yz. o= yz 确实 可 以 表示 为 a. b, c 的 函数 这 一 事 
实 , 可 从 18.6.8 的 计算 过 程 看 出 。 整 个 球面 三 角 的 关键 仅 有 两 处 : 
一 是 公式 18.68, 另 一 是 配 极 三 角形 彼此 对 偶 的 概念 , 即 18.6.12. 


图 18.6.7. 图 18.6.8. 


18.6.8 ”命题 (球面 三 角 基 本 公式 )。 对 任何 球面 三 角形 总 有 
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4 u= r, Mom ee, 由 此 得 出 

y = cosc» x + sinc* u, z = cosb* x + sinb» v; 
因为 由 0 的 定义 知 (u| v) = cosa, X (xlu) = (xlv) = 0, 故 由 
a 的 定义 我 们 可 求 得 

cosa = (y|z) = (cosc* x + sinc + #| cosb * x + sinb» v) 

= cosb * cosc + sin b * sinc * cosa, 
18.69 推论。 在 边 长 b,c 固定 的 球面 三 角形 中 ， 边 长 “是 “的 
产 格 增 函 数 。 

应 该 注意 到 ,这 一 函数 的 变化 区 间 并 不 总 是 [14 — cl 5-1, 
因为 没有 任何 理由 说 必定 有 b+cel0, rl, 例如 若 b—c> 
x/2， 则 这 一 变化 区 闻 将 是 10, 2x — 25[。 下 面 的 推论 明确 地 说 
朋 了 这 一 点 ， 

18.6.10 ”推论 。 对 任何 球面 三 角形 有 

lbh—-el a<btec Matbte < 2x, 
反之 , 若 10, rl 中 的 三 个 实数 a, b, cElb— cl abe 
和 c 二 2 十 cc 二 2z， 则 存在 一 个 边 长 等 于 a, b,c 的 球面 三 角 
形 ; 在 不 计 等 距 差 别 的 情况 下 这 个 三 角形 是 唯一 的 . 


图 18.6.10. 


根据 18.6.8，、 旦 由 于 余弦 的 绝对 值 二 1 《按照 定义 18.6.2，8 
和 IBA PS a), 因而 有 | 


se 36 = 


-一 一 一 全 二， 
sin b * sinc 


它 等 价 于 

cos (b + c) < cosa < cos(b — e). 
X] a, b, cE 10, xl, MATH a 二 5 十 c 二 2x 一 a。 由 此 首先 
得 出 a 十 5 十 cc 二 2x; 然后 通过 置换 有 5 二 cc 十 4 和 cc 二 so 十 2b， 
由 此 最 后 得 lb 一 cl <a, RZ, É 4, b, c 满足 推论 中 的 两 个 条 


ff, 则 有 | sa 二 cos2，cosc| 一 1， 因 而 存在 ac ]0,x[ 使 


sin b* sinc 
cosa = cosb + cose + sinb 。 sinc * cosa, LIN (图 18.6.7) x€ 
S, u, ve T,S $E |ul| = [ol = 1 和 uv 一 a， 则 对 18.6.7 中 得 出 
HJ y, z, 按 18.6.8 有 yz 一 a。 唯 一 性 可 从 18.6.13.10 得 出 。 
18.6.1] 实际 应 用 ， 公 式 18.6.8 有 许多 实际 应 用 ; 在 天 文学 中 的 
应 用 ,需要 用 到 下 面 的 大 部 分 公式 ,参看 [DN]. 关于 航空 学 上 的 
“标高 线 ” 的 应 用 , 例如 可 见 CAE] 第 379—386 页 。 有 关公 式 说 明 
了 最 初 型 号 的 2 马力 雪铁龙 汽车 拐弯 时 的 运动 状态 , I 18.11.16. 
最 后 , 作为 纯 儿 何 的 应 用 ,近来 球面 三 角 已 被 用 于 黎 曼 几何 的 不 少 
研究 之 中 ,例如 可 见 [G-K-MI 的 $6, 而 推论 18.0.9 将 在 Cauchy 
引 理 的 证 明 中 起 基本 的 作用 : 见 18.7. 
18.6.12 ” 配 极 三 角 极 。 若 (x, y. 2) 是 球面 三 角形 ， 则 我 们 本 确 
定 一 点 reS, CARE y, z 所 确定 的 大 圆 的 极点 和 顶 后 仍 为 * 
的 同一 条 边 一 一 即 在 同一 半球 面 内 一 一 的 极点 。 实 际 上 我 们 有 三 
SRE: 
(x ly) = Cx |z) = 0 A (xx) > 0 
《根据 定义 18.6.12, Cx |x) 一 0 的 情形 不 了 考虑 )。 由 此 可 得 
18.6.12.1 命题 和 定义 。 设 《x, y, xz》 是 球面 三 角形 ， 则 由 
条 件 
Cx'ly) = (x12) = 0, (x |x) > 0, 
POL 4(y iz) = Cy Ix) = 0, Cy 17) > 0, 
(zix)e—(zly)70, (z ]2) 0 
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所 确定 的 三 元 组 《x , y.) 是 一 个 球面 三 角形 《x ，y ，z 727， 记 
为 x, LE 2) ， PRAY (x, ys z) 的 配 极 三 和 角形， 


事实 上， 倘若 x yez 是 线性 相关 的 ， 那 么 ， 比 如 说 就 有 
zcER.x 十 R.Y， 这 就 导出 《ziz) 一 0. 


图 18.6.12.1. 


186.122 命题 ， 对 任何 球面 三 角形 0, y, z) E GG y ， 
z》 = <z, Ys z), WALEN Cx, yo 2) 的 配 极 三 角形 的 配 极 三 角 
形 仍 是 《x, ys zje À (rs yi 2) 的 六 个 元 素 记 为 9,5, 6, ca， 
Ps Y, WE 

ata =b +H =c Hr =a tamb +8 
= ec -- Y =r, 

AN A BD E SER POL 的 对 称 性 看 出 。 所 要 证 
明 的 六 个 关系 式 ， 基 中 三 个 可 以 通过 对 偶 性 由 另外 三 个 推出 。 因 
此 仅 需 证 明 , 比 如 说 ，a 十 «一 +， 在 垂直 于 x* 的 平面 内 作 一 图 ， 
E EPHTSIRIE y x xy, os. x, = (NE y. 在 这 平面 上 的 
射影 ,并 在 字母 外 加 了 圈 : ©, CO, D 69 — 0). FHARE 

(x tu) = 0, Cy 1») — 0, (vjz)>0, (y 1222 0, 
由 此 容易 得 出 (例如 可 见 8.7.5.3) 
yz Tuv=x, 


18.6.12.3 推论。 对 任何 球面 三 角形 总 有 : 
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内 角 之 和 小 于 * 的 几何 


a&ad-B-À-vY--,ad-»—68-c"T, 
B xLTY-d-.e,TT-d-x-—-edcB. 
18.6.12.4 $. 这 样 ， 我 们 就 看 出 球面 几何 与 欧 氏 平面 几何 


“是 根本 不 同 的 ， 因 为 在 欧 
_ 氏 几何 中 三 角形 三 内 和 角 
之 和 便 等 于 x! 我 们 已 在 


18.3.8.4 HBS, HA o = 
a 十 8 十 7 一 xz tt 好 是 
(x, y» IHR. 关于 三 


学 ,可 见 19.5.4, 
18.6.3 球面 三 角 公 式 ， 
在 下 面 的 公式 的 汇 fa 中 ， 
那些 可 从 其 中 一 个 公式 通 
过 Ca, b, c)s Ca, Bs 7) 的 置换 而 得 到 的 公式 通常 就 不 再 列 人 ， 
而 且 , 我 们 令 ( 对 类 似 的 情形 可 参看 10.3 和 18.11.9 ): 

18.6.13.1 


图 18.6.12.2. 


UE, P =: — 5 一 Z ldet(x, y» z)ls 


pe 
1 , r , i 
A= Fldet(x va z)l,e = a B Yr 2P — n. 
于 是 ,对 任何 球面 三 角形 有 : 


18.6.13.2 5 — / sin p sin (p — a)sin(p — b)sin(p — c), 
A = ADIT DD 
18.6.13.3 [24 = ET gi Pot gf—— 
2 2 
18.6.13.4 sina. sind _ nc 8 E 
sin c sin 8 sin Y A 


1 1 
18.6.13.5 5 — 3 sin b sin c sina, A = 7 sin 8 sin Y sin a 


a 39 。 


18.6.13.6 ig EZT == ctg Č 
2 


18.6.13.7 cosa 一 5939 — cos b cose 
sin b sin c 


"LN | sin (p — b) sin(p — c) 
2 sin p sin (p — a) [2] 
-证 明 18.6.13.7 的 第 一 个 公式 就 是 -18.6.8; 第 三 个 公式 可 借 
" | 


39 


cos ., cosa + | ..2 9 1 - cosa 
AT, sin? — -T Oog 


2 2 2 2 
和 三 角 学 中 弧 的 加 法 公式 的 传统 做 法 推出 。 为 证 明 18.6.13.5 CH 
第 二 式 要 用 到 第 一 式 和 18.6.12.2)， 我 们 取 R 的 正 交 标 架 {ei， 
czy 063] 使 eim x, e; x, 04 mm ei Nen EIXE, xs Yaz 
的 坐标 是 容易 求 出 的 (参看 18.6.8 的 证 明 ), 且 有 
| 1 cosc cos b 
det (x, y, z) =| 0 sinc cosasinb 


= sing sinb sinc, 


:0 0  sincsinb 
18.6.13.2 的 第 一 式 只 需 利 用 Gram 行列 式 的 技巧 (参看 8.11.5); 
Cxlx) Cxly) Cxlz) 
Olx) Cyl») Olz) 
Cz] x) Cxly) Czlz)l 
展开 这 一 行列 式 并 利用 弧 的 加 法 公式 ， 即 可 求 得 18.6.13.2， 其 第 
二 式 则 可 通过 配 极 三 角形 得 到 《参看 18.6.12.2). 
有 了 18.6.13.5 以 后 ,公式 18.6.13.4 是 很 显然 和 的， 公式 


2 40 * 


1 cosc cos 


45 一 


= |cosc | cos da |; 


cosb cosa |} 


18.6.13.6 和 18.6.13.3 可 利用 18.6.13.7 得 出 ; 18.6.13.3 的 证 明 比 
较 长 ,但 仅 需 用 到 常用 的 三 角 公 式 。 

18.6.13.8 附注。 公式 18.6.13.2 至 18.6.13.7 在 位 置 天 文学 
中 是 经 常用 到 的 ， 详 见 [DNJ] 或 [AE] 第 367 页 及 以 后 几 页 。 需 


要 特别 留意 的 是 , sin a 并 不 能 决定 a， 这 与 cosa RK tg P PL 


ain © 是 不 同 的 , 其 原因 在 于 a€ 10, at. 写成 二 的 公式 的 最 大 
优点 就 在 于 此 (在 天 文学 中 称 之 为 “二 级 ” 公式 ， 而 写成 WAR, 


例如 18.6.13.3， 则 称 为 “三 ZR" AA) A 18.6.13.3 th À EG 
18.6.13.2 差 ， 它 使 我 们 想起 把 欧 氏 三 角形 面积 表示 成 三 边 的 驮 数 
的 公式 10.3.3。 关 于 这 一 点 ，18.11.9 是 一 个 很 有 意义 的 练习 。 

18.6.13.7 的 第 一 个 公式 是 Gauss 首先 得 到 的 ,公式 18.6.13.6 
称 为 “Néper 同类 式 ”， 而 公式 18.6.13.3 则 是 由 Simon Lhuillier 
得 出 的 ， 

18.6.13.9 JS. 一 “的 充分 必要 条 件 是 8 一 7 (A 与 
10.2.2 比较 )。 

对 其 证 明 需 注意 : 用 18.6.13.7 而 不 要 用 18.6.13.41 例如 一 
个 球面 三 角形 是 等 边 的 《 即 a 一 5 一 c), 当 且 仅 当 它 的 三 个 角 是 
相等 的 (a = 8 一 7)。 但 与 平面 的 情形 不 同 , 这 三 个 角 的 公共 值 
可 以 在 整个 1/3. xl 中 变动 详细 讨论 可 见 18.11.11, 应 用 可 见 
18.4.4, | 
18.6.13.10 ”推论 《球面 三 = AUI 248. HE Ox. y, 2), (F, 
y; 2) 是 两 个 球面 三 角形 ， 它们 的 元 素 分 别 为 a, b, 0, 0, 8, Y 和 
ås b,c, âs B, 7, 则 下 面 五 个 条 件 是 等 价 的 : 

Ci) 3f€ Is(5)]fG) = x, fOQ) 一 f(z) = z; 

(ii) aa, b= b, c= c; 

(iii) a= à, b= b, ci; 

Civ) a== à, pump, ym Y, 

(v) ama, p=, 7 一 7。 


«4 - 


BAH O 可 推出 其 他 四 个 条 件 。 引进 配 极 三 角形 (SA 
18.6.12.1 和 18.6.12.2) 就 可 证 明 (ii) A Cv) 以 及 Gii) A Civ) 的 
等 价 性 。 因 而 仅 需 证 明 例 如 (iii) = G), 而 这 又 只 需 利 用 18.6.7 
的 想法 : GS 

CH Xy, V= Xy, 1 7 Xy, D = Yis 
则 从 18.6.7 可 知 ,存在 fe Is(3) 使 

oo IO =R, F= a, Faea 
| 这 是 因为 由 假设 条 件 a= à À uv uv, 然而 由 于 

fEIS(S), xy = Ey, xz = Ez, 
故 有 [(4)-— y M fe =z | 


J 18.6.13, 
4161511 $ 
G) 情形 QO 局 欧 氏 平面 几何 是 完全 不 同 的 ， 在 欧 氏 几何 中 
三 个 角 对 应 相等 的 两 个 三 角形 仅仅 是 相似 的 ，- 
— Qi) 如 同 10.2.6 中 那 祥 ， 作 为 一 个 练习 ， 可 以 讨论 下 列 条 件 
下 球面 三 角形 的 存在 性 和 唯一 性 : BIE Ca. 6, Y) R (a b, a) 


或 (ay Bs Y), | 
(iii) 对 直角 球面 三 角形 或 直 边 球面 三 角形 ( 即 其 中 有 一 条 边 


ET x/2) 的 讨论 可 见 18.11.11, 
(iv) 在 18.11.10 中 可 以 看 到 欧 氏 平面 几何 中 所 谓 “ 窜 有 已 知 


角 的 绝 ? 定 理 (10.9.3 ) 的 一 个 推广 ， 
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(+) 在 [DX] 第 203 页 及 以 后 几 页 中 ， 可 以 看 到 将 R: 在 C? 
中 复 化 而 得 到 的 球面 三 角 学 的 研究 。 

18.6.14 ”练习 题目 .一 个 总 题目 是 “ 任 取 第 10 章 中 的 一 - 段 讨 论 ， 
看 看 类 似 的 问题 能 否 言 之 成 理 地 在 S 上 提出 ; 如 果 能 行 , 试 解决 
这 个 问题 ,并 将 所 得 的 结果 与 平面 上 的 结果 相 比 较 ”。 

在 18.4.4 中 我 们 已经 遇 到 过 这 类 问题 。 在 此 读者 可 试 将 
10.3.10, 10.4.1, 10.4.3, 10.4.5 等 结果 推广 到 S? E 也 可 参看 
18.11.5, 

186.15 PSE. 719. :4 PHIDUBSERU Lg | 18.6.13 Il 
应 的 结果 

18.6.16 st. 在 5 上 也 可 以 讨论 一 些 性 质 很 不 相同 的 问题 。 例如 
可 见 [FT1] 的 第 IV 章 和 [BL] 的 第 VHI 章 ; 球面 上 给 定 的 若 
于 点 的 最 佳 排列 问题 尚 在 探索 之 中 , 例如 可 见 [FT1] 第 171 页 ， 
也 可 看 C. A. Rogers, Packing. and Covering, Cambridge Uni- 


versity Press, mE 


187 ARES: Cauchy 3m 


这 一 是 为 Cauchy 引 理 而 安排 的 这 个 引 理 是 关于 R°’ 的 
叫 多 面体 刚性 的 Cauchy 定理 12.8.1 的 两 个 关键 之 一 。 在 整个 这 
节 中 我 们 设 5 一 SCR. Cauchy 引 理 的 证 明 很 精巧 ， 它 实 质 上 
是 在 命题 18.7.7 的 基础 上 进行 的 ， 
18.7.0 我们 称 s 的 这 样 一 个 于 集 为 半球 面 ， 它 是 S 和 一 个 眼 过 原 
点 的 平面 相 联系 的 半空 间 的 交 
MED) CR S 沟 半 球面 的 有 限 交 ， 且 使 P A omen(—P)= 
DBD P RAR SA ABA), | 
例如 ,一 个 球面 三 角形 自然 地 就 是 这 样 的 多 边 形 ,参看 18.6.3. 
为 了 能 定义 的 边 和 顶点， 我 们 要 利用 关于 证 多 加 体 的 一 -ak 
果 。 
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图 18.7.1. 


18.7.2 xt SA EER H, CHAR REZ À: 
p= A H;, 则 令 À — (| D;,-FRE 户 是 凸 多 面体 ,实际 上 它 是 


以 o 为 顶点 的 凸 锥 。 既 然 P< d, KARE PX, 因而 我 们 
可 应 用 12.1.5 和 12.1.8: P 具有 完全 确定 的 面 和 棱 。 因为 P 
(一 P) 一 四 ， 故 这 些 棱 和 面 分 别 是 过 o 点 的 平面 内 从 O 出 发 的 半 
直线 和 扇形 。 
18.7.3 €X. Pp 的 顶点 是 5 与 的 楼 之 交 ， p 的 边 是 s 与 的 
面 之 交 。 荐 多 边 形 有 三 个 顶点 , 则 称 为 三 角形 ， 

根据 12.1.12, 我 们 可 以 看 到 ，P 的 每 一 条 边 恰 好 含有 两 个 顶 
点 ， 且 每 一 个 顶点 怡 好 属于 两 条 边 。 因 而 我 们 可 对 PP 的 顶点 加 以 
编号 , 设 为 《%y)im1…s， 使 得 连 号 的 两 个 顶点 在 同一 条 边 上 ， 在 下 
文中 我 们 总 假设 采用 这 样 的 写法 ,在 这 种 写法 下 , P 完全 由 其 顶点 
决定 。 顶 点 数 与 边 数 是 相等 的 。 对 $ 的 多 边 形 ， 我 们 可 像 球 面 三 
角形 那样 ,利用 自然 的 记 靶 引入 角 和 边 长 : 
18.7.4 ”定义 和 记号 。 凸 球面 多 边 形 P 一 Cee » 的 边 长 是 实 


数 a; 一 xia. il, ee, n, HOE sum, Bl a, = un, 
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图 18.7.3. 


P 的 角 是 
a; = Xi oxi GG 1, -> t» My Xatl = Xis Xo ™ X,), 

18.75 SE. ib x, y 是 P 的 不 属于 同一 条 边 的 两 个 顶点 ，7 是 

连结 它们 的 大 圆 狐 〈 这 弧 

是 唯一 的 ,因为 根据 18.7.1 

À y= 一 *), 则 7 包含 在 

PAH P= P UP", 其 中 


dE PnP =y 的 多 边 
形 。 

显然 YCP, 因为 ， 若 
*，y€ 半 球面 H, X 由 
y 太一 *+, 可 知 YCH, 至 | 图 18.7.5. — 
FP AIP’, 它们 定义 为 PAH 和 POH , Hoh H ju H" dE Y Bj 
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18.7.6 MEIZ P, PERADI Giu. A Gomes 的 两 
个 多 边 形 《在 这 个 已 知 条 件 中 ， 我 们 人 为 地 规定 了 顶点 的 编号 次 
序 , 或 者 说 我 们 规定 了 P 和 P 了 的 顶点 间 的 一 个 双 射 ,而 这 双 射 保留 
两 个 顶点 属于 同一 条 边 的 性 态 )。P 了 和? 的 边 和 和 角 当 然 就 分 别 记 
为 dis dis jy & CEM 1,---,2), Cauchy 引 理 18.7.16 BFR 
命题 的 简单 推论 。 

18.7.7 mm. mE Vi 1,---,5—1^78 Gah, Hi 


A 18.747. 


2,…,n 一 1 有 on <a, WW a, <4; 而 且 , 若 存在 iE{2;:…:， 
# 一 1} 使 a; <ã; 则 a, < a,. | mE 
18.78 ”这 个 结论 是 相当 直观 的 : “如果 我 们 将 一 个 多 边 形 的 角 都 
增 大 ,而 使 它 的 边 除 一 条 以 外 都 保持 长 度 不 变 ,那么 最 末 那 条 边 势 
必要 增长 。 然 而 ， 即使 是 对 欧 氏 平面 的 四 边 形 , 读者 也 全 看 到 这 个 
结论 的 证 明 并 不 是 那么 显然 的 。 | a 
18.7.9 5/38, ”一 3 时 命题 18.7.7 RY. 

: 事实 上 , 这 时 它 就 是 推论 18.6.9。 而 且 ， 在 下 述 特殊 情形 下 从 
n 一 1 到 # 的 递 推 是 容易 的 : 
18.7.10 5132. inn 一 HA 1877 ir, BA REE 
满足 下 述 条 件 的 "A RP, P ER: 存在 ie (2, --,8— 1} 
(a= a, /— 

事实 上 ， 将 18.7. 5 应 应 用 于 端点 分 别 为 fiis X ES 和 fiis Ti+ 的 
ABM 7;, 7;, 就 得 到 两 个 # 一 1 边 形 PLP 和 两 个 三 角形 E, 
P”。 根据 18.6.13.10, 这 两 个 三 角形 是 “全 等 的 ”, 特别 有 xi axi 


-+ dé: 


图 18.7.10. 


Tamo MECIE fia. tits Xia, Ga 处 的 角 分 别 相等 ， 由 此 
对 P AP’ 在 顶点 Xis xia. Binns Xia 处 的 角 ena, Cits Bir, 
au 得 出 不 等 式 ain «€ a, 和 Ga S Oa. 因而 P, P’ 满足 
18.7.7 的 假设 ,由 此 引 理 得 证 . 

现在 用 归纳 法 来 证 明 18.7.7， 其 中 仅 有 一 处 应 特别 注意 不 要 
TEA BR. 
18.7.11 18.7.7 的 证 明 。 证 明 的 思想 是 将 P 在 xai 处 的 角 oL s HB 
大 到 等 于 a。:， 而 保持 边 长 不 变 ; 这 样 我 们 就 得 到 一 个 新 的 多 边 
JE P, 其 顶点 为 Xis 77^» X.—1» X, 边 长 为 dis °° %9 Bu 15 a, 一 
X.Xi»4E 2 xs sx 处 的 角 分 别 等 于 ma 150. 1, 但 
遗憾 的 是 我 们 没有 任何 理由 可 说 这 新 的 多 边 形 P 一 定 是 凸 的 , 正 
如 图 18.7.11 所 表明 的 那样 。 因 此 下 面 分 两 种 情形 考虑 ， 


Xa 
. m 个 aren -æ 
- T 
dinde > 
-T ; - 
“7 { 
P ud 
27 ' 
X4 


| 


Xa 


18.7.11. 


oe 47e: 


1512 第 一 种 情形 ，P” rib. HT 18.7.5， 我 们 可 将 18.7.4 
应 用 于 两 个 三 角形 Xis X4 15 X, TH Yis X$4 715 Y.» 由 此 得 出 
a, rx, Sth, A ana — 03,0, UU) xix, — rx 


然后 应 用 归纳 假设 和 引 理 18.7.10 FSW P A1 P, MER, P 


anni 
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— BH 18.7.13. 


和 在 ter Xa 处 有 相等 的 角 , 由 此 得 出 
| Ln SMX, 一 One 

这 就 完成 了 第 一 种 情形 的 证 明 ， 
18.7.13 第 二 种 情形 : P 不 是 凸 的 。 在 此 情形 下 ， 当 我 们 为 将 
ay. 增 大 到 za， MAM x. ix. S8 x. i 旋转 时 ,存在 一 个 au 
的 值 cs_-:， 它 最 先 使 P 不 再 是 凸 多 边 形 。 因而 有 dsi < ela 
G, i. ) 
Wr. 是 这 样 得 到 的 极限 点 ， 则 按 作法 的 假设 ， 点 万 Tom 
和 x 所 确定 的 大 圆 。 于 是 有 

XXa "UU YY — Xili 
利用 18.6.10 4 18.7.5, EARS 

d, = Mx, > MX, — KIX = iX, — Hi. 

然后 经 由 18.7.5 BAAR FIT IE Gs xz xs 157.) 
和 和 ET Tss "> Xni 3.)» 就 得 出 


nn = yy 
XoX. ZR XXn. 


最 后 ， 由 于 有 18.7.5， 可 将 18.7.9 用 于 三 角形 (xi) tas taa) RI 
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(xi, Xas Sa) MAISE 
di. > Mts. 
将 所 得 到 的 等 式 和 不 等 式 依次 排列 即 得 
a, > te — nS Kare 一 UND nt. > Xi, ~ 04. 
18.7.14 我们 总 假设 两 个 多 边 形 P,P 是 如 18.7.6 中 所 述 的 , 也 就 
是 说 它们 其 有 相同 的 边 数 ， 且 顶 点 之 闻 有 一 个 约定 的 双 射 ,所 用 记 
号 也 与 18.7.6 一 样 。 
18.7.15 记号 和 定义 .。 W i= i, ---, a, > 
+ 4 a; > Gj; 
signe (3) = 40 Zi a; = üj, 
| | 一 Ém<&, 
使 igne Ci) signe (G+ 1) 一 一 ! 的 re 11, vin 的 基数 称 为 


| 


18.7.16 SH (“Cauchy 5|38"). Æ P, PP 使 ci 一 和 Vi 一 
ls 5. 5, WRANI=l,...,# 成 立 o 80, 或 者 严格 变 号 
A > 4, | 

由 于 严格 变 号 数 是 偶数 ， 所 以 我 们 只 <6 HERA EST 2 的 情形 


- x 


图 18.7.16, 
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BUA, 为 此 我 们 仍 用 反 证 法 。 根 据 假 设 , ERB à, j € 
(0, o. n). BMPR ke +1, o, j— IE a Sa, 
且 至 少 有 一 个 这 样 的 《使 m > ,而 对 Be (jd d, s. n)U 
{l,---,i-1}@ a xm, BEDERE A 8 a a. 
分 别 作 联结 Xi. Xi 和 Fis xj WIA ET Y 各 T, 根据 18.7.5, 它们 分 
别 将 P 和 FP 分 成 两 个 多 边 形 P,P" 和, 五 '， 如 果 将 命题 18.7.7 
一 面 应 用 于 P, P), -EXAT P, BP”)， 那 么 由 假设 即 得 出 
矛盾 xx > xx; 和 xxi < x. 


18.8 球面 S* Clifford 平行 性 ,在 球面 上 的 表述 


| 


18.8.1 引言 。 为 了 揭示 我 们 所 要 得 到 的 现象 ,我们 将 RI SAT 
C, HALE R 在 8 上 的 作用 ， 它 在 1.2.9 中 定义 为 R: 
{Czy 2 ) Cez, ef 2’)} e Ss (ha B® 4.3.3.2 和 4.3.6.2). X 
虑 这 一 作用 的 二 条 轨道 C, C, 它们 都 是 8 的 大 圆 ， 因 为 (els, 
erz') 属于 由 (z, 2) 所 生成 的 C: 的 1 维 复 向 量子 空间 ， 即 实 平 
E. mR 的 下 述 作用 是 由 SS 的 等 距 变换 所 构成 的 ;于 是 ， 由 于 根 
据 定 义 R 在 轨道 上 是 可 迁 的 ,就 有 
18.8.11 — 4(m, C) = din, CV m, nec, 


» SL 


这 一 性 质 使 我 们 想起 欧 氏 平面 上 两 条 平行 直线 D, D' 的 性 
质 , 事实 上 由 它 还 可 以 推出 :18.8.1.1 的 公共 值 是 d(C, C’), BA 
m€C, m€C 满足 mm —4(C, C), Wax mti m SKA 
与 C 和 CC’ 相交 于 直角 【参看 18.11.6)、 由 此 可 引入 下 面 的 定义 ， 

18.8.1.2 3M. itC,C 是 SS 的 两 个 大 圆 ， 若 dm, CD) 与 
"€ C 无 关 , 则 称 C 和 C 是 Clifford 平行 的 , 记 为 C/C. 

这 一 节 的 上 且 的 是 研究 3 的 大 贺 间 的 关系 CVC ， 我 们 会 看 到 
(参看 18.8.2.5) 它 并 不 是 一 个 等 价 关系 ， 这 与 平面 内 平行 线 的 情 
形 不 同 , 然 而 它 可 分 成 二 个 等 价 关系 ,它们 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 
类 Clifford 平行 ， 这 就 是 Clifford 平行 的 奇特 现象 ， 其 证 明 需 
综合 用 到 18.8.2 中 度量 的 讨论 和 R 的 适当 作用 的 轨道 的 讨论 ,这 
些 作用 本 质 上 是 引言 中 用 到 的 特殊 作用 的 一 般 化 ,也 可 见 19.1.4, 
18.8.2 ”几何 轨迹 的 研究 

188.21 对 任 一 大 圆 C, RIIA C 表示 R' 的 这 样 一 个 平 
面 , 它 是 由 下 列 条 件 确 定 的 : C 一 CNS, H Ct Ci = (C) 
的 大 圆 , 即 C+ 一 SACC) 和 Rt = CACC; 我 们 可 以 注意 到 ， 
这 里 实质 上 用 到 了 4 = 3 这 一 事实 。 另 外 ， 对 任 一 大 圆 C 和 任何 
a € [0, x], & 

18.8.2.2 Ca = {ne S:d(n, C) = a). 

我 们 有 Co = C, Can = C+, Cio = C, 《因为 C 含有 两 个 对 
径 点 ) 和 C... Ci. 于 是 我 们 只 和 需 对 ae 10, x/2[ 讨论 Ca. 
为 此 ,我 们 引入 标准 正 交 坐标 ， 它 的 前 二 个 基 向 量 在 C 内 ,后 二 个 
在 C+ 内 , 设 为 (x, yo zo D. Q ou xb iy, væzti, 则 

18.8.2.3 对 m= (x, y, z, t): 

d(m, C) ax + y! = | ul? = costa, 

其 实 , MER (Cu, v) Cw, 0)) RAN, ERES Cu, v)Cw, 0) 

HARJA, E w = ule 的 情形 也 如 此 ,于 是 


u =~ y 
| (A 0) — ul | p 
注意 ， 由 此 还 可 得 到 lol? zo Pm sine, AY (u, v)€ S, 
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cosa 一 (CP 


Jet jot =i BREA 
18.8.2.4 3/32. i 0。 是 R' 的 锥 面 ， 在 上 述 坐 标 下 由 方 各 
sin'a( x! + y^) 一 cos'a(z? + #7) = 0 
所 定义 , 则 有 C.-509.. | 
左 端 集合 包含 于 右 端 集合 ,这 一 点 刚才 已 证 明 ; 反 过 来 , 若 
sinig» |u|? = cosa.» |vl?, 
则 因为 lul + ol? 1, 3k BRA AB lul’ — cose, 根据 
18.8.2.3 就 得 出 所 需 结 论 ， (a, 2) 
现在 我 们 注意 到 了 一 
个 关键 问题 ， 即 锥 面 的 方 | / 
程 是 一 个 中 性 二 次 型 ( 参 AAA EE uU 
看 13.1.4.3)。 因 而 我 们 可 
AXR EJ 13.7.11， 从 而 得 
到 下 述 命题 。 
18.8[2.5 SM. 对 任何 ce ] 0, </2 5， 任何 大 贺 C 和 任何 
mE Cs。， 恰 好 存在 两 个 过 wv 且 Clifford 平行 于 C 的 大 圆 ， 
这 就 表明 了 . / > 不 是 等 价 关 系 ， 因 为 若 C, C Emah 
的 两 个 大 圆 ， 则 C/C, C/C", 但 C, C” Hr Clifford 平 
行 的 ,因为 d(C’, C")=0 H C XC", 
18.83 ”与 一 个 大 贺 相 伴 的 群 的 作用 
18.8.3.1 ”我 们 要 对 每 个 大 圆 C 以 内 荀 的 方式 定义 群 在 S! 上 
的 作用 ,使 它 成 为 18.8.1 的 推广 .为 此 ,首先 固定 CHEN, 然后 
取 C+ 的 定向 使 在 COC! 上 诱导 的 定向 是 R 的 规范 定向 ; 设 
fe Isom* (C; C+) 是 两 个 欧 氏 空间 C, C^ 之 间 的 、 保 持 定向 的 
等 距 映 射 ， 则 可 看 到 Voeo*(C) 和 Vfelsom*(C; C+) 有 
fof e O*(C!),H fof * Me 有关 而 与 1 无关, 因为 O* (CC) E 
交换 群 。 最 后 , 若 将 C 上 所 考虑 的 定向 改变 为 相反 的 定向 , 则 C+ 
的 定向 也 变 成 与 原先 相反 ;所 有 这 一 切 ， 部 表明 我 们 所 得 到 的 对 全 
是 在 下 述 定义 的 意义 上 内 蕴 的 : 
， ”18.8.3.2 定义。 对 5 的 任 大 圆 C， 都 可 伴 以 两 个 1s*CS) 的 
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18.8.2. 


子 群 : . | 
Gi = (Co, fof ) € O*(C) x OF(C+)CO*(R') = Is*(S): 
p€ O*(C), fe Isom* (C, C+)}, 

Gc = (Co. fof) € I5*CS):p € OC), fe Isom (C, CH, 
如 果 C, C 是 3 的 两 个 大 圆 ， 且 C HCE CR Ga) 的 轨道 ， 则 称 
C 与 C 是 第 一 类 (或 第 二 类 ) 平 行 的 ,并 记 为 C* / C (或 C/C). 
18.8.4 ”定理 | 

(i) KRSM ef. 都 是 等 价 关系 ， | | 

(i) RH CYC’ BHF C*/C 或 C Vc’; 特别 是 ,经 过 
f£— m ES, 有 给 定 的 c 的 两 个 Clifford 平 行 贺 ,一 个 是 第 一 类 的 ， 
另 一 个 是 第 二 类 的 ( 且 若 m&CUCt, Mj C'»c"). 

Qiii) CHAD m€ S\(C UC+) 的 两 个 Clifford 平行 圆 以 
下 列 几 何 条 件 为 特征 : 设 mo EC 使 d(my m) = dm, C) = a, 
ne 是 含有 和 C 的 2 维 子 球面 ，D 是 经 过 mw 和 m 的 大 
C 和 6C” 均 垂直 于 D， 且 均 与 P 夹 成 o 角 ;特别 是 ,C' 5 
C” KAST 2o. — 

(iv) 设 C, C ,C” 是 三 个 大 圆 ,满足 条 件 C'TYC, C WC 
和 d(C',C) = 4(€",C), HW CAC" x 9. 

(v) (Clifford 平行 四 边 形 ) 设 C，C ERA KE, E C*/C', 
m, nEC, m EC, XEDE mad m WAKE, m D EE nEeD 
和 D'/D BJABI,Ju DAC ”是 一 个 点 ww, H {m, 2, m,n} 是 
下 述 意 义 下 的 Clifford 平行 四 边 形 : mm = nn, mn = mm, 
HE m,m,n,n 处 的 四 个 角 相 等 。 

(vi) 〈 唯 一 性 ): 设 C, C’, D, D EMSAM, H or 
D/D', d(C, C) = d(D, D), WA f EIS) 使 f(C) 一 
和 f(C)-—D. 若 还 满足 C'/C', D*fD', RAE Is*(S) s 
选 此 f. 


(i) — C*/C 等 价 于 Gi = Gé, 这 一 点 , 例 
如 可 通过 将 GE 在 附 于 C 和 C+ 的 坐标 下 写成 18.8.1 的 形式 
MRE + 是 一 个 等 价 关 系 。 辐 理 可 知 - / 也 是 等 
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. 图 18.8.4.1. 
RER. B mE 

(i) # C/C m CHC’, 则 根据 定义 18.8.1.2， 且 由 
于 C,C' 是 IsCS) 的 E 
一 个 子 群 的 两 条 轨 
道 ,就 有 C/C; GEM 
Gi 均 有 一 轨道 通过 
点 meS\(CUCL), 
这 两 条 轨道 都 Cliff- 
ord 平行 于 C， 因 而 
从 18.8.2.5 即 可 得 所 BEN 
Wi. B | 图 188.42 

(ii) EZ TD | | 
的 结论 可 由 dm, m) = d(C, €) 一 d(C, C”) 推出 ; 至 于 
夹 角 , 我 们 将 具体 地 计算 C 和 CU 在 mw 处 的 切 向 量 w,v 同一 
ABET DAS P EmA EE. 采用 适当 的 坐标 ， 若 
m= (z, 2), WELY C AIC” 由 上 -> letz, ez’) 和 rr 
—C Ces, ez) FEX, GRATE 7 在 0 处 
的 导数 取 作 u, 9, BI u= Ciz, iz), v= (iz, —iz). 向 
& £ LI — (iz, 0) WE FPHZEHTD. TE 


Cug) = (v) = Cizliz) = |z| = cos'a, 
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从 而 | | 
LE - d = cosa (参看 188.23). 

Civ) 可 从 18.8.24 和 137.11 得 出 。 

(v) 证 明 的 思想 是 找 出 一 个 大 加 C”， 使 对 适当 的 4, 整 
个 图 形 CUC'UD 位 于 Cs 内 (参看 18.8.2.2)。 而 (iii) 已 
为 我 们 指明 了 做 法 ; BE CA D 在 处 所 夹 的 锐角 ， 令 
a 8/2, EKEV, 使 它 在 吉 处 垂直 于 C 和 D 所 生成 的 2 维 
FER Q. 在 了 上 取 一 点 Mo fS mom — t 8/2, 再 过 mo VE 
一 大 圆 C", 使 C"*/C (SE Gi); 根据 这 样 的 构造 以 及 
Gi, AG), RIS CCC!, CcC? A DCC7。 于 
是 同样 还 有 D'CO, BR 13711, CND &—^ An. 
根据 A 的 定义 ,存在 8€ Go E g(m)- m; 然而 这 时 有 
g(D)-— D, g(D') = D', HRX C) 是 在 Cl 内 所 作 的 含 
m 的 大 圆 , 故 同样 也 有 g(C) 一 C'. 特别 有 g(x) 一 *， 从 
而 mn 一 mn ,因为 8 EIs(S)。 同样 可 得 出 mm =w. X 
证 明 四 个 角 是 相等 的 ， 我们 可 利用 上 面 的 8 来 证 明 这 些 角 分 
别 在 m, m DA n, n' 处 相等 ,或 者 也 可 利用 Gii): 这 些 角 的 
公共 值 是 2c = 81 | 

(vi) 首先 ,根据 8.27 我 们 可 以 假设 C = D; 于 是 可 利 
用 18.8.2.5, 如 果 C =D’, 证 明 即 已 完成 ,如 若 不 然 , 则 (iii) 
表明 关于 含 C 一 D 且 通过 点 CND’ 的 2 维 子 球面 的 对 称 将 
CAE RD. 


1885 附注。 RAAB, S= S Z 18.8.1 的 作用 下 的 商 空间 恒 
同 于 PCC) & $*; 这 一 点 可 见 18.1.3.6, 也 请 参阅 4.3.6.2, 


我 们 可 将 Gii) 的 一 部 分 用 另 一 种 说 法 表示 为 : BE CAC’ 


使 C/C 后 ， 当 过 C 的 2 维 子 球面 P 变化 时 ，P 始终 与 C' 相交 
于 国定 角 ( 且 等 于 22(C, C). 


(v) 完全 对 应 于 欧 氏 平面 中 平行 四 边 形 的 性 质 ， 关 于 这 种 类 


UE ,可 见 18.11.17, 
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18.8.6”C。 上 的 回路 。 对 任何 的 C 和 à, FÆ C. 不 仅 在 Gt 和 
Gc 下 是 稳定 的 , 且 根 据 18.82.2, BE O*(C) X O+(C+) 下 也 是 
-稳定 的 .我们 说 Cs 在 0+(C) x Ida 下 是 稳定 的 , 这 就 是 说 C. 
是 以 C+ 为 轴 的 旋转 ; RE, C. 是 以 C 为 轴 的 旋转 。 因而 C. dE 
双重 旋转 

从 拓扑 的 观点 , Ca = (Gs, v) € C: |u| = cosa, |v| = sina] . 
(参看 18.8.2.3) , Am CARAF Sx s, 


图 18.8.6. 


O*(C) X Idz 在 C. 上 的 轨道 是 S 上 的 小 圆 ， 即 过 C+ 的 2 
维 子 球面 在 C。 上 的 截 线 ; 对 于 Id x OHC), 情况 是 相同 的 . 
这 两 族 轨道 是 Ca 的 经 线 ， 它 们 相交 成 直角 。 在 C。 内 关于 C (或 
C+) 的 Clifford 平行 圆 也 构成 两 族 曲 线 , 且 由 于 18.8.4 (iii), 与 
上 面 的 “经 纬 线 ” 相交 成 它们 的 角 平 分 线 ， 夹 角 为 定 角 a. 不 过 要 
TER, C. 的 两 条 同一 类 Clifford 平行 圆 是 交错 的 ,然而 两 条 同一 
类 的 经 线 是 不 交错 的 。 而 且 Clifford 下 行 回 也 根本 不 是 在 旋转 
曲面 意义 下 的 Ca “AR”. 
18.8.7 ”球面 S$;。 如 果 我 们 取 定 一 个 a， 例 如 a 一 - 又 取 定 一 


À C, 那么 可 看 出 ,我 们 可 将 球面 5; 考虑 为 两 个 “实心 ” 环 面 的 并 
REDEE = U C. 第 二 个 是 8 = U c. AE 


aé!0,æ/4] a € [x/4,x/2] 
们 的 公共 边界 Cw 粘 合 起 来 。 在 代数 拓扑 中 考虑 5 时 ,有 时 这 是 
一 种 很 有 用 的 方法 ; 例如 著名 的 Reeb 千 层 酥 就 是 这 样 得 到 的 : 
[RE] $8 19,25 H, : 
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18.8.8 ”四 元 数 的 应 用 .18.8.4 可 部 分 地 利用 四 元 数 来 证 明 ; 与 此 
闻 时 长 至 可 以 得 出 某 些 更 精细 的 结果 (例如 参看 [DE2] 第 .205 一 
207 页 )。 但 是 ,在 我 们 看 来 这 种 做 法 比 之 上 面 给 出 的 做 法 是 内 在 
性 不 足 而 人 为 性 有 余 。 


18.9 Clifford 平行 性 在 3 维 欧 氏 空间 的 “ 
应 用 : Villarceau 图 , 挠 平行 性 


18.9.1 在 此 我 们 要 兑现 10.12 中 的 许诺 : 从 几何 上 说 明 
10.12.1, 10.12.2 和 10.12.3 中 所 提出 的 那些 青 特 的 现象 。 为 此 ， 
我 们 只 需 作 从 S 的 北极 # 出 发 的 3 R 上 的 球 极 射影 (CS 
看 18.1.4.1); 同时 取 定 过 ”的 一 个 大 圆 。. 我 们 实质 上 利用 了 反 演 
的 狂 质 ， 参 看 10.8 和 18.1.4.3; 在 R' 的 规范 坐标 (x,y,z) 下 ,如果 
适当 选取 C, Wi] f(C\w) RE zA, (CH 是 xy 平面 的 单位 图. 
189.2 对 «€]0, 2/2[, f(C.) 是 什么 昵 ? 首先 注意 ，18.8.6 X 
Bj f(C.) 是 通常 意义 下 以 Oz 为 轴 的 旋转 曲面 ; 因此 只 需 知道 
f(C.) 的 一 条 经 线 即 可 。 然而 这 是 C. 在 18.8.6 意义 下 一 条 经 线 
的 像 ， 在 18.8.6 中 我 们 已 经 知道 它们 是 $s 的 小 圆 , 而 且 (参看 
18.1.4. 3) 经 线 就 是 R? 的 (普通 的 ) A. 因而 得 出 结论 : f(C.) 是 
不计 相差 一 个 相似 的 条 件 下 ， Rs 的 任 一 环 面 都 可 作为 一 个 CC.) 
而 得 到 。 | | 

18.9.3 现在 18.8.6 表明 环 面 8 一 1(C。) 包含 四 族 圆 : 通常 的 经 
线 和 纬 线 (由 此 看 出 为 了 得 知 这 两 族 贺 相交 于 直角 可 不 需要 
18.8.6)， 以 及 另外 两 族 圆 , 即 C 在 Ca AW Clifford SEfTIBIZE f F 
的 像 ; 后 两 族 圆 就 是 10.12.1 中 的 Villarceau 圆 ， 它 们 根据 18.8.4 
(v) 而 满足 10.12.2 中 的 相交 或 不 相交 性 质 。 18.8.6 也 表明 它们 
就 是 倾角 “的 环 面 螺 线 〈 因 为 反 演 保持 角度 )。 至 于 10.12.3 KE 
的 挠 平行 性 ,就 是 由 18.8.5 通过 f 导出 的 性 质 ， 

18.9.4 附注 
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18.941 7r 20.5.4 和 20.7 中 ,我 们 将 给 出 这 些 现象 的 代数 证 
明 ;而 且 甚至 还 可 发 现 一 些 曲面 ,它们 是 类 似 于 环 面 的 连通 的 四 次 
曲面 ,然而 它们 具有 六 族 邮 。- ] 

18.9.2 3 a p 0 到 =/2 变化 时 ,如 同 18.8.7 中 所 指出 的 那 
样 ， 我 们 得 到 S 的 一 个 相当 好 的 直观 形象 它 可 以 确切 地 说 如 
T: 在 每 个 C。 上 我 们 仅 考虑 第 一 类 平行 较 。 从 C 一 C. 起 直至 
C. 一 C:， 我 们 可 用 两 个 两 个 无 公共 点 的 圆 (C 的 第 一 类 平行 
EDRR S: 如 果 在 R* 中 直观 地 看 ,两 个 实心 环 E, 号 是 沿 它们 


s BB 18.9.4.3. | 
u Penrose, < 宇宙 中 的 几何 学 >。 
| 《今日 数学 > 丛书, Springer, 1978. — 


Li $9 + 


的 Villarceau HA ER, TAN R 的 观点 来 看 从 8 到 号 的 
过 渡 时 ,我 们 可 以 说 经 线 变 成 了 纬 线 ( 指 旋转 曲面 的 纬 线 ， 而 不 是 
Clifford FÍFA. YR, S 这 种 按 贺 的 分 解 就 是 Hopf 纤维 化 
4.3.7, 

18.943 注意, 在 含有 Or 的 固定 平面 内 ，f(C。) HARA 
成 圆 束 ,它们 的 极限 点 是 这 平面 同 (C 的 两 个 交点 ， 图 18.9.4.2 
表示 一 个 线性 模型 ,其 中 环 面 是 以 旋转 双 曲 面 代替 的 , 而 Villarc- 
eau 圆 则 变 为 直 母 线 。 

18.9.4.4 ”读者 想必 会 猜 到 存在 Clifford 平行 性 的 推广 ， 对 
此 ,建议 参阅 [WO]. 


18.10 S' 的 共 形 变换 群 或 Mobius BÉ 


18.10.1 ”作为 射影 二 次 曲面 的 球面 。 在 14.3.3 中 我 们 已 经 看 到 ， 
PCR) 中 方程 为 9 一 — S xd 十 xia 的 二 次 超 曲面 ec 的 像 C(1， 
n) 是 同 胚 于 球面 SU 的 拓扑 空间 。 稍 加 修改 ,我 们 就 可 在 本 节 中 
利用 14.3.3 的 证 明 中 的 这 种 等 同性 ， 并 在 下 文中 取 定 球面 5* 和 
PCR) 的 射影 二 次 超 曲面 的 像 之 间 的 一 个 双 射 。 

1810.11 记号 . 令 4g 一 一 > xit xiu, BE R 的 二 


次 形式 ;将 ER 写成 Em (z,:) ER, ER 的 形式 ,从 
而 将 R SRIF Rx R. 特别 有 g) —lzlt-oü. A 
而 可 定义 PCR) 中 方程 为 9 的 二 次 超 曲 面 < 的 像 ima) 到 8。 
AM aT X 29: | 

18.10.12  I.im(a)-» $':X(p(z, 1) = 一 。 


18.10.1.3 18.10.1.4 将 会 表明 ，5* 与 a 的 像 之 间 的 等 同 关系 
是 极 好 的 , 它 是 “的 群 POCO) 的 第 一 个 几何 实现 (参看 147); 至 
于 其 他 的 实现 可 见 第 19 和 20 章 。 为 了 在 几何 上 直观 地 了 解 £, 
ED RABE ERIM s (7,1), 抬 5* 55 R^" 中 超 
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Pig LAMAR H= {(z, Dim 1) 等 同 起 来 ; 这 时 ,表示 
R'" 中 的 点 或 直线 ,它们 属于 4 的 速 向 锥 面 ， PH OS RNG 
5.0 已 有 所 了 解 ,在 19.2 还 将 磁 到 )， 


Æ 18.16.1. 


18.10.14 EX. Rt 的 整体 保持 S" DRAM RU HE 
平面 向 量 对称 在 S^ 上 的 限制 都 称 为 5“ 的 反 演 。5“ 的 Mobius ff 
是 S* 的 双 射 所 成 群 中 由 反 演 生成 的 子 群 , 记 为 Mib(d)。 

18.10.15 $Æ. Möbld)={Fo(f lim(a))o7"!.f € POCa)}, 
这 就 是 说 , 经 由 X, $ 的 Möbius 群 正好 是 群 POC) 在 im(a) 
上 的 限制 ， 

根据 13.7.12, 我 们 只 需 证 明 : A f € PO) 来 自 4 连带 的 超 
平面 对 称 ， 则 xeCflimQa))e2^' 是 5 的 一 个 反 资 。 然 而 这 恰好 
就 是 14.7.4 所 说 的 ,因为 8 的 反 演 8 的 特征 就 是 直线 (6,62) 38 
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, 过 RH 的 一 个 固定 点 或 平行 于 一 个 国定 方向 。 | | 

18.10.1.6  ;t, 在 im(a) 上 的 限制 定义 了 一个 映射 pola)» 
Màb(d), 它 是 群 同 构 ;实际 上 ,在 R PERS MISE 
Hj 9:(0) 生成 向 量 空 间 RU. 

根据 8.2.12, Bt Mób(d) 包含 CE 
18.102 Mob(d) 和 球 极 射影 | Te. | 

18.10.2.1 Bn S" 的 北极 ，g ^s R* EREHE: H 
设 了 是 S 的 一 个 反 演 , 且 s 一 fn) JEn 在 f FAR, WW: 如 果 
nn, BRAUN gofo (事实 上 其 中 f 是 限制 在 Sr EH) 
是 R^ 的 超 平面 对 称 ;如 果 x < n, 那 末 映射 gofo (事实 上 其 
中 了 是 限制 在 S 八 {n,m} EAD REL go) 为 极点 的 反 演 . 
RANEA iE A MAE SARE, 


”图 18.10.2. 
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. 1810.22 推论， 对 任何 相似 变换 he Sim(R*), di f) 
R SAn 上 了 一 griohog 所 定义 的 映射 fe S'— St ERT Mobla) 
RS. 实际 上 ,前 面 已 指明 , # f 是 反 演 或 超 平面 对 称 ， 则 8"'ohog 
在 适当 地 延 拓 到 整个 S* 上 后 ,是 属于 Môb(d) 的 ;然而 根据 9.3.3， 
9.5.2 和 10.8.1.2, XXE k 生成 SimC(R*)， 在 此 我 们 假设 了 适当 的 
inso; 最 简单 的 做 法 就 是 在 R 十 附加 一 个 无 穷 远 点 并 

g(n) = oo 将 8 延 拓 成 5* ~> R*， 等 等 ; 我 们 在 20.6 将 充 

分 地 计 论 六 个 器 是 
18.10.2.3” 例 。 我 们 特别 可 在 Mib(d7 中 求 得 与 R^ 的 向 量 ， 

位 似 相 伴 的 映射 fji =g -io H, 1085; Æ AZ 1, f: DACRE SI 
力 点 ,南极 作为 斥 力 点 ,也 就 是 说 合成 映射 FIGE N) 使 SAs 的 
| Br ATCA n CS, FUE RAR 5 免 受 北极 = 的 引力 . | 
1810.24 ”其 它 的 例 : » 一 2 的 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 群 
Möb (2) 恰好 是 由 这 样 的 映射 全 体 所 生成 ,它们 经 由 438 和 
18.145 的 等 同 关系 可 写成 下 列 形式 之 一 : 


z> TB: 或 Ed pe (ad — bc % 0); 
cz bd 2 十 


第 二 种 形式 有 时 称 为 反射 影 对 应 。， 
18.10.3” 共 形 映射 。 在 9.5.4 中 ,我 们 已 经 遇 到 过 欧 氏 空间 开 集 的 
共 形 映射 的 概念 ;对 下 面 的 更 一 般 的 定义 ,我 们 将 随意 地 使 用 微分 
几何 的 术语 ,对 这 些 术 语 , 例如 可 参看 [B-G] 第 2 章 。 然 而 对 球 
面 的 情形 ， 在 18.11.22 中 将 给 出 一 种 更 初等 的 叙述 ， 这 是 我 们 将 
使 用 的 仅 有 的 情形 . | 
18.10.31 EX. it E, F 是 两 个 欧 氏 仿 射 空间 , E MCE, 
NCF È E, F 的 同 维 C' 类 微分 子 流 形 ,C! 类 映射 f:M— N RR 
为 共 形 的 ， 如 果 对 任何 xe M, MSN TMCE, Ty NCF 
附 有 由 E, F 所 诱导 的 欧 氏 结构 时 ，f(x) :TM 一 Tro 是 它们 
之 闻 的 相似 对 应 ， 共 形 映 射 的 集合 记 为 Conf (M; N); 我 们 也 记 
Conf (M) = Conf (M; M). 另外 ,如 果 MM 和 NN 还 是 定向 的 , 则 把 
Conf (M; N) 中 使 f(x) 保持 定向 Vx € M WT 构成 的 子 集 
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记 为 Conf*+ (M; N). 
|. 18430.3.2 例 。 两 个 共 形 有 决 射 的 合成 .是 共 形 的 ,特别 是 ， 
Conf (M) 和 Conf* (MM)- 关 于 合成 运算 成 群 ， 

Mercator 射影 是 共 形 的 ,参看 18.1.8.2。 

在 一 个 微分 子 流 形 上 ， 反 演 的 限制 或 反 演 的 合成 都 是 共 形 映 
St, 例如 球 航 射影 是 共 形 的 ; 球面 的 反 演 也 是 共 形 的 《参看 
18.10.1.4), 

”18.10.3.3 ” 注 ， 想 像 力 丰 富 的 读者 会 注意 到 ， 只 要 M 和 N 的 
切 空间 附 有 欧 氏 结构 ,我 们 就 能 定义 共 形 映射 f:M — N 的 概念 ， 
而 这 里 用 到 的 恰恰 就 是 黎 曼 流 形 的 概念 . 有 关 歼 曼 流 形 之 间 共 形 
映射 的 一 般 定理 ,可 见 18.10.9, 

1810.4 定理 .对 所 有 d>2 有 Mób(d)-—Conf(S?). 4 
Mibt (d) = Conf* (S55. 对 S^ 的 任意 一 个 小 球面 rz 和 Vfe 
Méb(a4), fo) DHE 5 的 小 球面 ; 反之 , 具有 这 一 性 质 的 9 的 一 
个 双 射 必定 属于 Ma (d). f£— f € M6b (a) 都 是 3 的 至 多 

4 十 2 个 反 演 的 乘积 。 群 M5b(4d) 自然 同 构 于 方程 为 -2. xi 


xan 的 二 次 超 曲 面 的 群 POCa); 特别 地 ， 它 是 (a+ D +2) 


维 的 非 紧 致 李 群 、 我 们 还 有 下 面 的 周 构 : Mob (1) e GP(1, R), 
Môb (2) = GP(1; C); 最 后 那个 群 也 是 黎 坚 球面 的 自 同 构 群 . 

根据 10.8.5.2 和 18.10.3.2， 有 Mób(d)cCConf (S75); HERH 
相 逆 的 包含 关系 , 我 们 可 以 假设 f € Conf (S) 保持 北极 n 不 动 ， 
这 是 由 于 Môb(d)CConf (5^) 和 Mób(d) 在 384 上 可 迁 的 缘故 . 
E In) = n, 利用 北极 出 发 的 球 极 射影 g， 并 考虑 到 g 和 f 是 共 
形 映 射 (参看 18.10.32), 我 们 可 得 出 

- | gofog™ € Conf(R^); | 

按照 Liouville 定理 9.5.4.6, iX iL gofog € Sim(R°), 因而 根 
SB 18.102. 2 即 得 f EMôb(d) (读者 会 注意 到 ， EERIKU T 
一 个 很 微妙 的 结论 : Gree, MELEE C 类 的 ， 参 看 
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P s. 4, 7). xl Wa st 


f(a) 是 小 球面 ,这 一 点 可 从 反 演 的 性 质 得 出 ,参看 10.82; 为 
证 其 逆 ， 在 此 我 们 也 可 假设 f(xn) = n. 由 于 在 映射 下, R“ 的 
直线 对 应 于 过 n 的 小 圆 ,因而 gofog” 4 R^ 的 直线 变 成 直线 ; 因 
此 只 需 应 用 仿 射 几 何 基本 定理 2.6.5 即 可 ( 试 与 9.5.3.4 REG BED, 
| 定理 的 余下 部 分 可 从 18.10.1.5 和 13.7.12 以 及 16.3.9 得 出 ， 
1830.5 it. Möb (d) = Conf (S) 和 Is(S4) 的 维 数 之 差 等 于 
_GHDGHI) 4 F1) 34,1, 
| 2 2 


我 们 可 以 说 ,这 个 差 对 应 于 连带 于 2€ R* 的 18.10.2.3 中 的 fa RI 
5” 上 的 若干 点 《4 对 应 这 些 点 , 1 对 应 1)， 这 些 点 在 Is(57) 下 是 
生成 Mib (d) 的 。 

对 d==1 和 4d 一 2， Môb (4) 的 维 数 分 别 为 3 和 6; ASTE 
得 出 的 结果 是 一 致 的 ， 
18.10.6 命题 ， FE MébC1) 和 Mób(2) 分 别 在 As HA 
点 所 构成 的 三 元 组 集合 上 单纯 可 迁 。 WHE d > 2, HÉ Mab (4) 
在 5: 的 不 同 点 所 构成 的 三 元 组 集合 上 可 迁 ， 

d 二 1 和 d= 二 2 的 情形 ， 可 从 4.5.10 经 由 16.3.9 得 出 。 如 果 
d 之 3, 我 们 只 需 注意 到 三 个 点 生成 一 个 2 维 子 球面 , 而 M5b (4) 
包含 Ist(S*), 根据 8.27 CRE 2 维 子 球 面 上 可 迁 . 
18107 Möbius 不 变量 .将 上 面 的 命题 与 6.1 比较 后 ， 我 们 就 
可 进一步 思考 这 样 的 问题 : 比如 在 d > 3 ,是否 能 将 18.10.6 的 
结论 改进 为 四 个 点 ?如 果 不 能 ， 是 否 能 找到 一 个 必然 的 、 可 能 还 
是 作为 特征 量 的 不 变量 ? 答案 是 容易 得 到 的 ; 对 不 同 的 a, b, c, 
des, & 


18.10.8 b, c, d) — © 
pa, € 5 ) zb db? 


Foch BPR R 中 的 欧 氏 距离 , 则 4  Môb(d) 下 的 不 变量 ， 
也 就 是 说 ， 对 所 有 不 同 的 e, 5, c, de 5S* 和 je Mb (d)， 总 有 
pG Ca), f(b), FC), FCd)) 一 pa, b, e, d) RATER € X Mobius 
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da 


不 变量 。 根据 18.10.1.5， 只 需 对 54 的 任 一 反 演 证 明 “的 不 变性 ; S 
PARES TEGERHASRS fos SCR ESTE ET AI 10.8.1:3 3 通过 直接 
| 计算 而 得 出 。 | 
”与 交 上 比 mE, on 
18.10.8 Brat, # 不 是 特征 
量 , 也 可 参看 19.6.10, 
18.109 ” 注 。 球 面具 有 一 
个 严格 地 比 它 的 等 距 变 换 
群 更 大 的 共 形 变换 群 ; 这 
| 个 现象 对 一 个 紧 致 黎 曼 流 
图 asaos 8. :. 形 来 说 ， 原 本 似乎 并 不 太 
使 人 感到 意外 。 然 而 ， 新 
ERE RAB 球面 是 所 有 KERR DE HE 唯一 具有 这 种 
ERA: W [LF2] 或 [OA], a) G 19.8.6, 
ks ‘Mobius 群 在 好 多 研究 中 已 经 起 着 基本 的 作用 ， 其 中 
A: 关于 某 些 负 常 直率 空间 的 Mostow 刚性 定理 《 见 [MW 1A 
[MW 2])， 关 于 黎 受 球面 E Laplace 算 子 的 最 小 特征 值 的 
Hersch Æ (W [HS], thay bl [E-S] 第 130—131 A). 


1811 练 ^3 


18.111 图 18.1.1 下 面 的 球 径 计 项 部 杠杆 系统 有 什么 作 几 9 : 
18.11.2 证 明 ; 丰 球 而 的 图 是 共 形 的 目 保持 面积 ， MuR 
EAJ. | Le, d] 
18.11.3 —— E EAR. | j| 
18114 2S 上 讨论 下 列 问题 ， 寻找 并 作出 一 个 小 圆 ， BA 3s 
足 (1) 通 过 三 个 点 ,(2) 通 过 两 个 点 旦 切 于 一 已 知 小 圆 ， (3) 通 过 一 
点 且 切 于 两 个 已 知 小 圆 ,(4) 切 于 三 个 已 知 小 圆 。 ， 
18.115 ÆS 上 讨论 三 角形 的 下 列 概念 : BRFHAR x, 
线 和 角 平 分 线 , 并 讨论 它们 的 共 点 人 性。 
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18.1.0 ”在 球面 上 讨论 9.2.2, 
18.11.7， 对 $< 的 一 族 点 (ximus PED 9.7.6 变 成 什么 
18.118 ”讨论 球面 三 角形 全 等 的 “不 定 ” 情 形 ， 例如 两 个 三 角形 有 | 
两 条 边 和 一 对 角 相 等 的 情形 。 

18.119 对 任意 半径 RR 的 球面 , 求 出 18.6.13 中 的 各 公式 ， 并 观察 
当 尺 变 得 很 大 时 ,这 些 公 式 情 况 如 何 。 D 

18.11.10 Lexell 定理 。 给 定 两 点 r, ve $E. _ 讨论 使 g = (x, 
y, 2) Wo, 6,7 满足 a 十 8 一 7 一 常数 的 点 z€5 的 集合 
( 容 有 已 知 角 的 弧 在 号 上 的 推广 ,参看 10.9.4); 并 由 此 导出 使 弛 
具有 不 变 面 积 的 z 的 集合 。 其 推广 可 见 [DX] 第 227 页 。 
18.11.11 分 别 对 下 列 球 面 三 角形 给 出 一 个 完整 的 公式 表 : ”直角 
ZAE SRE BE ,等 边 三 角形 和 直 边 三 角形 ， 

18.11.12、 讨 论 上 的 有 三 个 直角 的 四 边 形 ; 将 余下 的 那个 角 表 
示 成 两 条 不 相 邻 的 边 的 函数 

18.11.13 球面 上 的 三 角形 不 等 式 ， 利 用 三 me Gram 行列 式 证 
有 明 这 不 等 式 (参看 8.115), 

18.1114 S’ t d 十 2 个 点 之 间距 离 的 关系 . 证明: 若 (t), 

是 $4 的 d 十 2 个 点 , 则 总 成 立 det( cos (x;ixj)) = 0. 

18.11.15. HAAHR. gc OCR) 是 非 退 化 的 ,C = g (0) 
是 相应 的 迷 向 锥 面 ， 并 假设 是 非 空 的 . 证 明 存在 两 个 或 一 个 彼此 
平行 的 仿 射 平面 系列 ,它们 都 交 C FE. 

| 证 明 存 在 非 退 化 的 g* € 0(R’)， 使 对 和 任何 xe C*\0 (其 中 
C* — (q*)(0)), «+ 成 为 C 的 切 平面 ; 我 们 称 C* JE c 的 极 锥 
假设 C 含有 两 列 不同 的 圆 截 口 (参看 15.7.14), 证 明 C* 也 必 
定 如 此 。 设 D,D ER 中 垂直 于 C* 的 贺 截 口 的 直线 ,对 9 一 2， 
& DüS-—íf.ez),D'nS-lif,g]). TERR CNS HE: 

0. | CNS ={meS: mf + mf = KM}, 

或 
CNS—={meS: mf + mg. = HR. 
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反之 , 设 1, 1 ES 的 两 个 不 同 的 点 ，oe Ri, 证 明 对 适当 的 
a, {meS mf +mf =a} 是 形 如 CNS 的 ,我 们 称 CNS 是 


18.11.15. 


SN Ii o f m f O 
Be, 8 ) 称 为 焦点 。 有 关 
球面 圆锥 曲线 的 其 他 结 
R, 可见 [DX] 第 230— 
231 页 。 

18.11.16 Cardan RE fü 
139021935) ,等 速 万 向 节 , 


在 两 轴 夹 成 角 的 Cardan 


— 联 轴 节 中 ， 算 出 最 差 的 角 


速度 比 ; 为 此 ,在 5 上 


交角 为 6 的 两 个 大 圆 C, D 上 考虑 这 样 的 动 点 ma), nr): 


mn) = x/2。 分 别 对 0 一 x/3, x/4 


,z/6, 算出 这 最 差 的 角 速 


度 比 。 证 明 : 如 果 两 根 轴 4, 4 通过 Cardan 联 轴 节 与 一 中 间 
轴 B 相 连接 ,使 得 A,B, 4 在 同一 平面 内 ， 且 8 分 别 与 4 和 A 


所 夹 的 角 相 等 (等 速 万 向 节 ), 则 4 和 4 


图 18.11.16.1. 


具有 相同 的 角速度 ， 


18.11.17 平坦 环 面 和 Clifford 平行 园 。 设 A 是 R 的 一 个 网 格 
(参看 9.14.20), 6, 一 R:/4 是 民 : 关 于 子 群 4 的 商 空间 ， 即 关于 
等 价 关系 m~ ne»m—ncABJESZSIH. SHARE r:R—-0, 
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图 18.11.16.2, 


及 “u, v€0,,2 du, v) = dp a), p! Co)) = inf {d (x, y): 
px) = u, p(y) = v). 证 明 d 是 @。 上 的 一 个 度量 而 且 定 义 了 与 
商 拓扑 相同 的 拓扑，@84 则 局 部 等 距 于 Rr。 根据 4 的 性 质 (参看 
9.14.29), Vite, 中 的 最 短路 线 。 RI O, 为 平坦 环 面 ， 

证 明 对 e € 10,z/2T, RE 5 所 诱导 的 度量 的 18.8.6 的 C $ 
距 于 平坦 环 面 ;我 们 将 按 o 的 不 同 数值 ， 具 体 作 出 网 A, 使 得 C 
与 9, Si. | 
18.11.18 给 定 5 的 一 个 大 圆 C， 记 3 为 C 的 第 一 类 平行 圆 的 集 
AX C’, CEE, + 

8(C' , C") = 24(C', C”). 

证 明 8 使 了 成 为 一 个 等 距 于 5 的 度量 空间 (参看 4.3.6.2), 
18.11.19 Dupin 四 次 园 纹 曲面 。 设 2, >, XY" 是 R’ 的 三 个 球 
面 ; 证 明 对 这 些 球 面 的 适当 位 置 ,与 这 三 球面 相 财 的 球面 的 集合 包 
络 出 一 个 旋转 坏 徊 (在 适当 及 演 下 ) 的 及 演出 向 ， 由 此 推出 这 些 井 
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TERRE Cardan 联 轴 节 


E NE 


fous ee en = 


UTILI 
Hj hse Shee 


我 们 会 再 次 遇 到 它 门 . 
18.11.20 证 明 任 一 全 于 两 点 的 球面 与 环 ki 交 于 两 个 


Villarceau [, 
D « 


Us |.  . $PICER-GLAENZER 联 轴 节 


2850 th— i - 
MTS C M' or 上 字 接 头 中 心 
Oo > 

c „b 


EER He a Cz S ARA 
偏转 后 Cs 的 位 置 


十 字 接 头 中 心 了 C1 


图 18.11.16.4 


18.11.21 435 S EFE ERR AN, 群 MOb(S 的 轨 
道 是 什么 ? 
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18.11.22 ib S=S*, f.5— S BC RH, s Æ R° 从 北极 » 
和 南极 e 出 发 的 球 极 射 影 分 别 记 为 9 和 S. EE 是 共 形 映射 的 
充 要 条 件 是 下 面 定义 的 四 个 映射 在 9.54.2 的 意义 下 是 共 形 的 ; 

| pofop', pofop, pofop', pofop, ` 
18.11.23 xtER Hi. 按照 
9.8.1 中 提出 的 问题 ,对 
9.8.5 进行 讨论 。 
18.11.24 对 图 18.1.2 中 
的 Cosinus 球 径 计 作出 评 
| te. 

图 18.11.25. 18.11.25 ”在 图 18.11.25 的 

球面 四 边 形 中 ， 把 角 4 和 

33 b 表 成 4 的 函数 ;对 图 18.11.26 考虑 同样 的 问题 . 
18.11.26 ”证 明 其 像 含 于 5 中 的 RH 的 任 一 曲线 , 它 在 R" 的 


图 18.11.26. 图 18.11.27.1. 


OPES | 中 > mpe g0" 
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图 18.11.27.2. 
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' 欧 氏 度量 下 的 长 度 ,等 于 在 5" HARE FRE. 

1811.27 ”证 明 球 面 沿 正 交 于 南北 极 轴线 的 直线 向 外 切 于 赤道 的 
Aa ERSTE ,是 保持 面积 的 《 见 图 18.11.27.1 和 18.11.27.2) 
(这 个 射影 有 时 被 误 称 为 Lambert HH). 

18.11.28 证 明 18.1.8.4 中 的 公式 。 

18.11.29 确定 18.1.8.5 中 的 函数 £, 

1841.30， 证 明 在 “Hopf 纤维 化 ” BEN 4.3.6.3 rh, AVE KI 
BE] S 的 一 个 (大 或 小 ) 圆 上 。 
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第 19 3€ 椭圆 几何 与 双 曲 几何 


我 们 对 这 两 种 几何 的 兴趣 首先 是 从 历史 角度 引起 的 。 它 们 是 
作为 欧 几 里 得 公设 的 反例 提出 的 ， 然 而 同时 又 是 内 容 家 为 丰富 的 
几何 学 ， 具 有 如 我 们 所 项 望 的 那样 多 的 对 称 性 和 完美 的 直线 。 在 
前 一 种 几何 中 ,从 一 点 出 发 不 能 作 一 条 直线 的 平行 线 , 在 后 一 种 几 
何 中 则 有 无 穷 多 条 这 样 的 平行 线 。 在 前 一 种 几何 中 ， 三 角形 的 内 
角 和 总 大 于 x, 而 在 后 一 种 几何 中 这 个 和 数 总 小 于 xw。 

连同 欧 几 里 得 几何 在 内 ,我 们 就 有 了 三 个 几何 体系 ,它们 之 间 
有 菜 种 统一 性 ， 并 且 具 有 互 为 补充 的 性 质 。 双 曲 几 何 的 另 一 个 引 : 
人 注目 之 处 ,在 于 它 是 很 多 重要 的 数学 成 采 的 基础 ,其 中 包括 一 些 
最 新 的 成 果 、 有 关 参 考 文 献 见 19.7.3。 关于 非 史 几何 的 历史 ， 见 
[CR3] $£1*. | | 
D F 19.1 3] 38 DIL, do RAR A À x I8] eH ix AP JU AT 

是 很 容易 的 。 但 对 十 九 世 纪 的 几何 学 家 来 说 ,情况 就 并 非 如 此 了 ， 
这 也 正 说 明了 何以 椭圆 几何 要 比 双 曲 几 何 蜡 发 现 达 五 十 年 之 久 ， 
Clifford 平行 在 这 种 几何 中 很 容易 表达 。 | 

本 章 所 有 其 它 的 篇 幅 痢 用 于 讨论 双 曲 几何 ,这 种 几何 ,即使 在 
平面 上 讨论 ,也 显示 出 某 些 困难 之 处 .我 们 可 以 在 Poincart 半 平 面 
HS d — #7 an FF OD GE He 19.7 所 示 , 但 是 ,仅仅 了 解 这 一 内 容 的 
读者 ,首先 在 进行 菜 些 计算 ,诸如 计算 一 个 三 角形 的 边 长 或 角度 以 
及 它 的 面积 时 ,就 会 感到 球 手 。 况 且 ， 这 样 的 前 述 掩盖 了 双 曲 几何 
与 球面 共 形 群 之 间 的 本 质 联 系 。 因 此 我 们 另外 给 出 一 种 阐述 ， 也 
许 比 较 完 长 ,但 我 希望 它 的 双 曲 几何 味 儿 是 很 纯正 的 .我 起 ， 它 能 
使 读者 足以 解决 双 曲 几何 及 其 计算 中 的 绝 大 部 分 问题 。 

这 样 的 阑 述 是 以 对 三 个 基本 模型 的 了 解 作为 基础 的 : 一 个 是 
射影 模型 , 它 对 双 曲 几何 作 了 深刻 的 解释 ,每 尖 遇 有 难点 时 我 们 总 ， 
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要 引用 这 一 模型 ， 另 两 个 是 线性 模型 BHAURAS. Lite 
各 种 不 同 问 题 时 ,这 三 种 模型 都 将 加 以 引用 。 | 

在 全 书 将 近 结 束 之 际 ， 我 们 逐步 地 让 读者 有 更 多 的 机 会 来 显 
示 自 己 的 成 熟 。 此 外 ,当然 我 们 也 利用 了 第 13 章 中 的 结果 ， 但 应 
用 这 些 结果 时 ， 间 或 也 在 有 此 必要 时 用 更 简单 的 方法 重新 说 明 它 
们 ,以 得 到 一 种 纯 双 曲 几 何 的 MM XXL. 


第 一 部 分 : OM IL | 


19.1 i (B JL fg 


在 整个 这 一 节 中 .五 表 示 4 + 1 维 欧 氏 向 量 空间 ; P= PCE) 
表示 连带 的 射影 空间 ,p: EN > P 表示 规范 射影 ,S 二 $CE) R 
示 E 的 单位 球面 。 我 们 将 了 等同 于 E 中 向 量 直线 的 集合 Gri 
有 了 时 也 把 后 者 记 为 DCE). D, D'e E HF (€ [0, 2/21) id 
为 DD'(88 8.6.3). 方程 为 上 二 次 超 曲 而 的 射影 变换 群 记 
X POCE) (BE 14.7), 


19.11 定义 
^o 194.14. 命题 。 直线 的 夹 角 在 P 上 定义 了 一 个 度量 空间 结 
构 ;P 具 有 这 一 度量 后 , 称 为 EE 连带 的 椭 贺 空间 ， 我 们 对 P ROE 
带 拓扑 , 它 与 4.3.1 的 拓扑 一 致 . | 
0 我们 利用 4.3.3.2: P 在 S 上 的 限制 p: S> P 是 满 射 ,我 们 要 将 
Sth x, y 的 距离 xy (参看 18.4) A P 中 的 距离 p(w) py) mE. 
若 m, x€ P, HA Pm), p Cs, B] 
. 191.1.2 {mn = d(p Cm), p "(n)) = inf (zy; (—x)y} 
Vx,y px) =m, ply) =n, 
这 是 8.6.3 的 推论 ,因为 或 者 Cly) 20, 或 者 (—x| y) > 0, 

由 此 可 如 下 地 得 出 命题 : 设 任 取 m. n, se P, x ff p(x) = m; 
我 们 可 求 得 ye p(n) 和 ze p'(m) (E xy — mn 和 zxz = ms, 
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根据 18.4.2; yz < yr + xz, Mina 
ns = inf(yz ,(—y]2)) < yz = ma + ns, 
19.3.1.3 DI, res, m= p(x), Bs(x, x/4) = {y€ 5: 
xy <n/4}, By(m,n/4) = {n€ P; mn <n/4}, lille Bs (x, 
2/4) 上 的 限制 是 从 Bs(x, x/4) 到 By(m,2/4) 上 的 一 个 等 距 
映射 。 一 且 r > 2/4, 这 一 结果 对 Bs(x, r) 就 不 成 立 ， 


图 19,1.1.2. 图 19.1.1.4. 

19113 《 续 ) 附 注 。 所 有 维 数 相同 的 椭 贺 空间 是 等 距 的 (S 
看 9.1.6) ; 它们 的 公共 直径 为 2/2, | 

在 4.3.9 中 ， 我们 曾经 说 明 做 出 PR) 的 图 形 的 困难 性 ; 读 
者 若 想 获得 一 个 直观 的 印象 ,可 考虑 19.1.2.1, 

19.114 MAR. HA. o EE xe S 和 ye x CE 的 
RE Cr, YEAH 是 等 价 关系 | 

(x, wu) ~ (x, w) inm x’ = ex ，w = gu, Hts = +1, 
我 们 称 商 集 8/ 为 P 的 切 纤维 ,并 记 为 TP，P 在 me P 处 的 
切 空间 是 eld 中 与 满足 p(x) = m HU Cr, y) 连带 的 子 集 ， 记 
为 TaP. a —lde ET SESR, w NAmE P, Tap R 
KAME 8.63 中 定义 的 角 Mus T.P poto 
间 是 一 致 的 ,参看 4.2.6。 s 

19.1.1.5 Be. 射线 .无 需 定义 P 中 的 直线 或 子 空 间 ; 它们 
就 是 把 P 看 作 射 影 空间 时 的 直线 或 子 空间 (参看 4.6). Wb meP, 
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ue T oP, lul 一 1, 我们 称 P 的 子 集 

{pCcoss x+ sint.» wy :ze [0, x/2]} 
是 起 点 为 m、 切 向 量 为 x 的 射线 。 射 线 的 终点 就 是 z 一 plu); 反 
之 , 设 m, ne P 是 两 个 给 定 的 点 ， 若 mn 二 x/2， 则 存在 唯一 的 
一 条 起 点 为 w 且 包含 # 的 射线 ; 若 mn 一 zj/2, 则 恰好 存在 两 条 身 
线 , 它 们 的 切 向 量 方 同 相反 ， 


图 19.1.1.5. 


19.116 ” 注 。 在 椭 贺 空间 中 有 一 条 且 仅 有 一 条 直线 通过 两 
个 不 同 的 点 ;车 4 = 2 (椭圆 平面 ), 两 条 不 同 的 直线 有 且 仅 有 一 个 
公共 点 ; 然而 对 球面 则 不 然 ， 这 就 是 我 们 要 将 了 作为 S 的 商 空间 
引信 的 缘故 。 因 此 ， 从 来 不 可 能 有 集合 论 意义 下 的 平行 线 (SA 
2.4.9.5 和 19.3.2), 另外 ， 椭 圆 空 间 满 足 欧 几 里 德 体系 中 欧 几 里 德 
公设 之 前 的 所 有 欧 氏 几何 的 性 质 ;椭圆 几何 之 所 以 令 人 感 兴趣 , 原 
因 之 一 就 在 于 它 是 对 欧 几 里 德 公设 的 历史 探索 中 的 一 个 反例 ， 见 
2.6.7, 19.1.1.4 ARP ELA HU —" TREME. 

191.17 ”规范 测度 。 因 为 对 所 有 mme PA Hp (m) — 2, i 
我 们 可 通过 下 式 来 定义 己 的 规范 测度 v; 
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| =+], Copos 


:其 中 o E S 的 规范 测度 (参看 18.3.7)。 例 如 ，P 的 体积 就 是 5 的 
体积 之 半 ,， 即 ED, 


19.1.2 ”度量 性 质 

191.21 严格 三 角形 不 等 式 ,最 短 道路 。19.1.1.1 中 的 证 明 表 
WA; as = am 十 ms 4AM mE a HRA. s 为 终点 的 一 条 
射线 上 (反之 亦 然 )( 人 参看 19.1.1.5)。 由 此 得 出 , 设 加 和 ## 是 在 P 中 
给 定 的 点 ， 则 若 mn 二 xz/2, 存 在 由 起 点 为 台 的 射线 所 提供 的 从 
mw 到 2 的 唯一 的 一 条 最 短 道路 。 若 mn 一 2/2, AERAN m Bil 
^ 的 最 短 道路 ,它们 是 起 点 为 m. 终点 为 7 的 两 条 射线 ， 

19.1.22 等 距 变 换 群 ， 由 忆 上 度 景 的 定义 可 知 , 它 的 等 距 变 
换 群 ICP) 包含 POCE) (参见 14.7)。 我 们 来 证 明 两 者 是 相等 
的 ; PE ISCP), 可 假设 存在 加 使 f(m) 二 m, 这 是 因为 PO(E)C 
Is(P) 在 P 上 是 可 迁 的 。 取 定 x 使 它 满足 p(x) = m, 根据 
19.1.1.3, fels(P) 通过 唯一 的 一 个 等 距 变 换 fe OCE), 按 9.8.2 
可 在 Bs(x, x/4) 上 诱导 出 一 个 等 距 变换 。 我 们 来 证 明了 在 整个 
P 上 (不 仅 在 Br(m, 2/4) ES EU f: 因为 

POCE)CIsCP), | 
ARTE f —Ide, 于 是 只 需 证 明 : 若 fels(E) 是 B, 
Cm, 2/4) 上 的 恒 等 变 换 , 则 它 必 是 了 上 的 恒 等 变 换 。 设 ne 了,D 
是 从 六 到 二 的 最 短 道 路 ; 则 fCD) thee mA f(s) 的 最 短 道路 ，; 
因而 就 是 射线 ,由 此 可 推 得 1CD) = D, 因为 D Bm, a/4) 一 
f(D)C Bp(m, 2/4), | 

等 距 变 换 群 在 已 上 是 两 点 可 迁 的 ， 这 一 点 可 从 18.5.5 得 出 ;对 
此 可 参看 9.1.7. | 

19.123 ”垂直 平分 集 。 设 mine Pama, 与 欧 氏 空间 种 
双 曲 空间 的 情形 相反 (参见 9.7.5 和 19.4.2), RS PA AR BSE EOP DAE 

{se P; ms = ns } | 
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B, (m, 714) 


AY 19.1.2.3, 


不 是 一 个 超 平面 。 事 实 上 , 对 满足 pa) =m, py) =n 的 任意 
x, y, 根据 19.1.1.2 7H. 
M = {s€ P: ms = ns) = p([x€ 8:zz = zy BE z(—x) = zy}). 
特别 地 ,M 是 P 的 两 个 正 交 超 平面 M , M" 的 并 集 ; 交 集 MAM” 
则 刚好 是 (s€ P: sm = sn —n/2}, 
| 例如 ,在 2 = 2 的 情形 下 ,垂直 平分 集 是 由 两 条 在 交点 处 互相 
垂直 的 直线 所 组 成 的 ， 

19.124 HRS. 我 们 可 在 P 中 定义 关于 子 空间 ,特别 是 
关于 超 平面 的 对 称 变换 ,后 者 生成 CP), 参看 8.2.12。 

19.1.2.5 (Bi. 如 同 在 9.7.2 和 9.7.4 中 对 欧 氏 空间 以 及 在 
18.4.7 中 对 球面 的 讨论 那样 ， 我 们 可 以 找 出 P 中 4 十 2 个 点 之 间 
的 距离 的 一 般 关 系 ,以 及 椭 加 空间 中 一 个 纯度 量 特征 ; 见 [BL] 第 
IX, X, XI 章 ,同样 可 见 [B-K] 第 117 页 和 [PV2], 
19.13 ”椭圆 平面 ;三 角形 。 为 讨论 P 的 三 角形 ,我们 可 假设 4 一 2， 
这 是 由 于 了 的 三 个 点 生成 一 个 椭 赔 平面 。 因 此 在 这 一 小 节 中 我 们 
假设 4d 一 2, | 

19.1.31 £P PRETZ m, n, s (SE 46.6) 使 
mn <af2, ns <a]2, sm 过 x/2， 则 称 这 三 点 的 集合 为 P 的 三 
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角形 一 to s}。 根据 19.1.15， 这 三 角形 具有 完全 确定 的 
边 , 它 们 是 三 条 射线 , 记 这 些 边 为 M,N; 3。 在 姑 处 (分 别 还 有 nss 
处 ) 确 定 以 m 为 起 点 的 唯一 射线 W 和 S 的 那 两 个 单位 向 量 的 夹 角 
称 为 {m,n, 汪 在 mw 处 的 角 ; 我 们 记 @ 的 边 长 为 a b.c. BL a = ns, 
b= ‘$m ye = mn, id d Emn, s 处 的 角 为 a, Po Y. 

19.1.3.2 ”必须 注意 ,给 定 己 的 三 角形 如 后 ， 并 不 总 存在 3 的 
《球面 ) 三 角形 使 它 具 有 与 8 相等 的 角 和 边 长 。 对 这 一 现象 有 各 
种 解释 ,首先 看 下 面 的 例 : Wk ge 12/3, x/2[, 根据 18.6.10, 存在 
一 个 边 长 为 2/3, 2/2, 6 的 球面 三 角形 (x, y，z》 和 一 个 边 长 为 
x/3, zj/ 3 z — O 的 球面 三 角形 {x's y» Zz’); P RUIN À = Ae {m= 
p) sn = ply) s,s 一 p»). im 一 p(x’), n = p»), s p(2")} 
的 边 长 分 别 相等 , 即 为 x/3, 2/3,0. WÈ (o, 8, 8 RAR 《x,y,z》 
HU, Ca’, 8', 8) 表示 《x', y ,xz'》 的 角 , 则 我 们 可 看 出 {m, n, s) 
的 角 是 (a, B, 8), 而 {m’, n, s} 的 角 为 Ca’, T 一 8 , T 一 8. 
因而 看 出 , 球面 三 角形 全 等 的 情形 〈ii) 在 P 中 是 不 成 立 的 (参看 
18.6.13.10), 
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19.1.3.2 


19133 KR, 设 已 给 定 P 的 三 角形 8 = {mins}, R 
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们 要 作 5 上 的 一 个 三 角形 ,使 它 刚 好 被 射影 到 上 ; 取 定 xe 5 
f(x) — m， 则 存在 以 * 为 起 点 的 唯一 大 圆 张 5 使 p 一 S。 设 
为 了 的 终点 ,这 是 起 点 为 ?上 且 使 pM) 一 M KAM, 而 N 
是 以 M 的 终点 :为 起 点 且 使 pCN) = N OAM. N 的 终点 
是 满足 p(x”) = m 的 ,因而 «+s. ABB, 车 x 一 x (或 
x = —x), 不论 我 们 从 ”还 是 从 s 出 发 “提升 "三 角形 ， 结 果 都 是 
相间 的 ;在 第 一 种 情形 下 我 们 说 & 是 1 型 的 ， 在 第 二 种 情形 下 则 
He ERR. 说 加 是 工 型 的 (或 工 型 的 ) 等 价 于 说 回路 MU 
NUS 是 同 伦 于 零 的 (或 不 同 伦 于 零 的 ), 参 看 4.3.9.3 和 18.2.3, % 
了 知道 8 是 1 型 还 是 11 创 的 ,我 们 也 可 计算 

cos bcosc + sin bsin € cos a: 
如 果 这 个 量 是 正 的 (或 负 的 ), WS dà DURS GRU BW). ME 

扑 上 说 ,出 现 这 两 种 三 角形 的 原因 在 于 ( 维 数 259) 实 射影 空间 
的 基本 群 有 两 个 元 素 ( 参 看 4.3.9.3); 如 果 三 角形 Z 的 边 构 成 的 
回路 同 伦 于 0 (或 不 同 伦 于 0), N e E 式 型 的 (或 ID 型 的 ). 

O WREE 型 的 ,那么 我 们 可 定义 4 的 内 部 为 与 相伴 的 
球面 三 角形 的 内 部 的 射影 ; 于 是 对 19.117 意义 下 的 三 角形 内 部 
的 面积 ,有 

P 的 面积 一 x +8 十 7 一 x (BF 18.3.8.4), 

对 P 的 三 角形 的 其 他 事项 ,可 多 19.8.4 或 [CE 3] 第 232—237 T. 
特别 是 了 中 存在 这 样 的 三 角形 ， 它 们 的 对 应 边 相等 但 对 应 角 却 不 
同 ,因而 不 是 等 距 的 ， | | | 
19.1.4 d 一 3 的 情形 : Clifford 平行 性 ， 在 射影 空间 的 表述 . 
如 果 d = 3, 我 们 可 将 18.8.4 移 到 P = PCR) 一 pS) 中 ,这 一 
节 内 容 在 射影 空间 的 表述 要 比 在 球面 上 的 表述 更 令 人 满意 ， 

设 D -—42(P) 是 P 的 直线 的 集合 ; 对 D, DED, Æ 
VmeD 有 d(m, D') = d(D, D’), Wicd D/D'. 关系 。 HI . ^ 
是 等 价 关系 ,但 存在 D 中 的 两 个 等 价 关系 .+// 0m c] . ,使 
得 D/D 导致 D*/D' 或 D/D. WHA me PP DED, EF 
在 唯一 的 D’ mA D” > miD YD, DD; 如 果 ICD, D')— 


e Ble 


d(D, D”) B D'/D', D-//D", W D'ND” = 41 4}, D', D'2m 
E. DZD, D'/D 的 特征 是 ， 若 me DIE dm, D) = mm , 则 
D',D" 3SEB-T ES (m, m, HRS D, m) ZRI a 一 
fhym. 

当然 也 可 作 类 似 于 18.8.4 (2) 和 (vi) HAE. 
19.15 ” 注 。 关 于 复 射 影 空间 上 类 似 的 度量 ,网 19.8.22, ` 


| 第 二 部 分 ; 双 曲 JL 何 | 


192 在 模型 $40: 上 的 定义 


19.31 记号 ， 在 本 章 的 这 后 一 部 分 ， 固 定 记 号 如 下 : 空间 RH 
恒 同 于 积 空 间 Rex R， 其 元 素 记 为 E= (z, t), ze R*, ER, 
RAPHE e ir 0). 9 表示 符号 数 为 《1，z) 的 二 次 


型 一 > xi 十 yn+l 其 极 型 为 已 ， 迷 向 锥 为 Q = 47(0); 因而 有 


» D 一 — [Izil? * P, P(Cz ,1), (x, Y= —Glz) + n. 
= U(0, CR" 表示 Rs 中 单位 开 球 ， 以 9 为 方程 的 二 

Sci PBs 98 we PO(a) 12% GOD. 我 们 还 记得 ， 
P*(R) = PCR) fat R'" 中 向 量 直 线 的 集合 Gata 一 
Z(R***», 
19.22 度量， 作用 在 OCR") 上 的 群 GO») Z2% (GZ 
Ji 13.7.1); 迷 向 直线 集合 ,9 在 其 上 正定 的 直线 的 集合 S, a E 
其 上 负 定 的 直线 的 集合 .第 一 种 情况 正 是 18.10 中 讨论 过 的 Mob 
(4) 的 情况 , SDL 18.10.15, 第 二 种 情况 是 以 下 几 节 的 讨论 对 象 ; 
第 三 种 情况 是 第 20 章 的 对 象 。 | 
19.2.3 FE, Z 表示 使 
| 5 gE)> 0 VEE DNO | 
的 De DCR") WRA. H aE —(:,0)— —llel + 270 
推 得 :和 关 0， 特 别 还 可 推 知 D — RE SH3ZT—4 《z/z, 1), 而 


+ 82» 


且 使 lz/ 三 < 1， 由 此 可 得 映射 
19.2.4 D: D — gg :b(p(z,1)) = 


它 是 双 射 ; 令 07 4, | 

为 作 图 方便 ,可 将 B ST H BST SR (Gn € H:llell < 1}, 
以 后 有 时 就 采用 这 一 观点 ， 
19.2.5 命题 ik D,D'E PDP; 任 一 过 DD 和 Dp 的 平面 (D =D 
时 是 唯一 的 ) 与 8 交 于 两 条 不 同 的 直线 U,V'"。 对 任意 的 $6 DNO, 
& € D, 有 | 
| m PCS, E) i 
V aCE)4(E) 


i 
\ 


图 19.2.5, 
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各 Arc ch PED . Cr E) | = 1, log CID, D’, U, U'])|. 
V «GG 2 | 
后 一 数值 记 为 dD, D), CE 多 成 为 一 个 度量 空间 。 该 度量 空 
E CP, d) 称 为 以 P HARD BRASH. A B 为 模型 
的 双 曲 空间 的 度量 是 由 距离 定义 的 ， 也 记 为 4, RU de, 2’) = 
d(A Ce), A(z")), 一 维 ( 或 二 维 ) 时 称 为 双 曲 直线 (或 平面 )， 
其 中 涉及 的 交 比 ,是 对 由 D 和 D (假定 是 不 同 直线 ) 生 成 的 向 
量 平面 了 所 导出 的 射影 直线 而 言 的 不 难 验证 4 是 度量 ， 除 三 角 
形 不 等 式 将 在 19.3.2 中 证 明 外 ， 其 它 性 质 可 由 13.8.6 和 13.8.9 H 
出 ,其 中 只 人 须 证 明了 是 一 个 Artin 平面 ;而 这 一 点 又 可 由 13.4.7 推 
出 ,因为 9 在 P 上 的 限制 是 退化 的 ,从 而 符号 数 不 可 能 是 (2,0) 或 
(0, 2), 
19.2.5.] 注 。 请 与 11.9.4 相 比 较 。 
19.26 例 . 设 ze; WAS r 一 d(0,:) 就 有 


r= Arc ch 一 一 一 一 一 一 J = T = > lizi = thr. 

KIA, dal ET 1H, £00, z) TES. 读者 可 以 考虑 一 
下 双 曲 空间 是 否 是 完备 空间 ， 

19.2.7 Sie). RTR 19.1.1.4 相仿 地 进行 讨论 , 首先 注意 到 根 . 
HE 2.4.8.2, WHE— gE) > 0 RJ E, £^ HR 中 的 超 平面 ， 
iB. = 1 Al we E+ RNC, xz) 偶 全 体 在 等 价 关系 5)~ 
(£', uw) €» E' = st, u= eu (Rh e 一 土 1) 下 的 商 空 间 , 称 为 
P 的 切 纤维 , LL TP. P 在 PD 处 的 团 空间 记 为 Tor, RE 
满足 gf — DEC DD 条件 的 u) 在 TP 中 的 象 空间 ; C 
具有 一 种 反 欧 几 里 得 空间 结构 ,也 就 是 说 具有 一 个 负 定 的 二 次 型 . 
事实 上 ,根据 13.4.7, 对 gq($) > 0 来 说 ,9 Æ Et 上 的 限制 是 负 定 
的 ;而 一 ld#+ 是 具有 gleki ët LOSER, KE, 可 以 定义 
TP 中 两 个 向 量 的 夹 角 ; 若 这 两 个 向 量 是 由 (6,w) I E, v 给 
定 的 , 则 夹 角 ce [0, x] 定义 为 
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19.2.8 cos a = — PG v). v) . 

p V aG)a(o) 
19.29 ”在 模型 gh, ceg 的 切 空间 由 4(z) 的 切 空 间 推 衍 而 
得 ,但 亦 等 同 于 R*; 要 注意 的 是 ,除了 2 一 0 的 情形 〈 这 时 读者 可 - 
自行 验证 ), 在 T. 中 的 夹 角 是 与 在 欧 几 里 得 空间 中 的 夹 角 不 一 
样 的 。 这 也 是 一 个 原因 ,使 我 们 要 在 下 面 引 进 模型 @ A2, M 
这 两 种 模型 而 言 的 双 曲 角度 ,是 与 欧 几 里 得 角度 一 致 的 ;但 作为 代 
价 的 是 ,它们 不 再 象 多 和 B 那样 具有 与 通常 直线 一 致 的 那 种 直 
线 ( 参 见 19.6.2). | 
19.210 ”直线 和 射线 . 子 空间 , EAD À PR) 的 一 
条 射影 直线 的 非 空 交集 称 为 直线 ;在 gH, BRE Z 的 直线 在 
$B 下 的 象 集 , 因 而 就 是 开 线段 (其 端点 是 Z 的 边界 s"' LAR 
的 两 点 )。 

EPH, 4(0)—1, glu) ——1, H wes, WY * 取 

i3 R 时 间 量 che * + sht» u 所 生成 直线 的 集合 称 为 以 刀 为 始 


点 的 射线 ;该 射线 的 切 向 量 就 是 CE, w) 的 伴随 向量 . 

Hi 可 推 得 模型 BS 中 的 射线 概念 ; 这 些 射线 就 是 六 开 线段 ， 
其 闭 端 点 在 38 中 ,开端 点 在 SUC 中 。 

两 条 具有 相同 始点 (在 多 或 名 中 ) 的 射线 的 夹 角 , 就 是 它们 
的 著 向 量 在 19.2.7 的 意义 下 的 夹 角 ( 关 于 28 参见 19.2.9). 

P 或 绍 中 不 同 的 两 点 决定 唯一 的 一 条 包含 该 两 点 的 直线 ; 
' 它 们 决定 唯一 的 一 条 以 其 中 指定 一 点 为 起 点 的 射线 ， 
| 同样 可 决定 BRATS, # 一 1 维 子 空间 就 是 超 平面 ， 
19.211 i£. 5 9.7.4, 18.4.7 和 19.1.2.5 相似 的 问题 可 见 19.8.16 
和 [BL] 第 XII X, | 


133 基本 公式 和 推论 


ME zzz EB H 22,252"; $ dle’, z") =a, 
d(z",z)-— b, d(z,z')-— c Hill 2 为 起 点 , 经 过 xz Me” 的 两 
条 射线 在 x 处 的 夹 角 为 c， 则 
19.3.1 PU ue due | 
cha =chbche — sh b sh c cosa, | 

证 明 是 眼 18.6.8 相仿 的 ; 设 D = AC), D' — A(z’), D” = 
A(z"), WEED, u,vett, kK, he R} 使 g(£) = 1, He) = 
aw) 一 —1, BR E = E+ kee D', "=E + e € D',. 根据 
19.2.5, 19.2.8, 并 因为 &, ^ € R+， 相 继 可 得 | 


«Gm 1— A) 1 che ~ 


"e 
ae A a_i, 
she Fink ch 6 = "pM Vs 
P(u,v) = — cosa, P(£', £7) = 1 — cosa: kh, 
1 — cosa + kh 
1— BA/l — E 
19.3.2 ”严格 三 角形 不 等 式 。 既 然 cosa > 一 1, 由 ch* 的 递增 人 性， 


* $6 * 


cha = 


== chbche—shéshccosa, 


ta cha <chéche +shbshe - ch(5 --c) füa «& 5-4 c, x 
BEN che 是 严格 递增 的 ,等 式 c 王 8 十 < 仅 在 cose 一 一 上 时 成 立 ， 
而 后 一 条 件 等 价 于 a 一 =， 或 者 还 可 以 说 成 在 SPA RTH 
RW 2", z” 的 线段 。 

因而 ,在 B 的 任意 两 点 之 间 , 存在 唯一 的 一 条 最 短 道路 ， 即 
单调 地 生成 的 线段 [z, z]. 其 长 为 ds 2’); BA, ae HE 
量 是 优异 的 ,从 而 是 内 蕴 的 (参见 9.9.4.5)， 这 样 ,直线 集合 SR 
其 有 了 欧 氏 仿 射 空间 中 相应 的 性 质 ， 也 就 是 说 它们 都 是 从 一 点 到 
另 一 氮 的 最 短 道路 ;与 19.1.1.6 比较 可 以 看 出 ; 现在 对 双 曲 平面 来 
说 ,过 不 在 直线 和 A 上 的 一 点 zx, 有 无 穷 多 条 不 与 相交 的 直线 ; À 
们 构成 两 端 直线 之 间 所 有 直线 的 集合 , 见 图 19.3.2, 
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19.3.3 ø 
19.3.31 ”到 直线 的 距离 。 假设 在 193.1 中 a 一 x/2 GER 
19.2.9, 几何 条 件 是 当 #% 一 2 时 以 ?为 起 点 的 两 条 直线 关于 癌 S 
AG BRT BSE NH 10.7.11 所 述 ); 则 
cha - chbche 从 而 a > b, 
SAMY =z A 这 样 就 又 完整 地 得 出 了 9.2.2, AB 
定 一 条 直线 人 A 和 一 点 z” » EURE TARA 2€ A 使 «c; 
2") = d(z", 和 A) (参见 " 2. s | 
这 里 要 注意 的 是 ， 与 欧 几 里 得 平面 的 情形 相反 ， 若 ze A, 
z'€eA' 使 d(z, 2°) = d(A, A’), H 和 人 A, 人 A 与 直线 《zy 2) € 2, 
2” 处 的 夹 角 正 好 是 x/2， 则 当 we ANz 时 有 dlw, A) > d(A; 
A )。 亦 可 参见 19.8.8 和 19.8.11, 
19.3.3.2 ”曲线 的 长 度 。 圆 . 容易 在 极 坐 标 下 算得 曲线 的 长 
度 ， 见 19.8.18。 若 将 集合 {2€ B:dlz, 2) =r} RAN HHEH 
上 的 圆 , 则 圆 的 周 长 是 2x shr; 这 一 周 长 在 欧 几 里 得 平面 上 是 27, 
在 球面 S 上 是 2zsinr. Æ 28 中 这 些 圆 表现 为 椭圆 ， 见 19.8.12, 
但 在 模型 名 或 经 中 它们 也 是 网 氏 图 : J 19.6.8.2, 
19.3.4 三角形。 根据 193.1, 直接 计算 可 知 ， 对 双 曲 平面 上 边 长 
À a, b, c, KAX as 8, Y 的 三 角形 ,有 下 列 公式 : 
19.3.5 
sina, sinf _ sin 
sha sh b she’ 
cosa = sinf sin? cha 一 cosp cosy, 
关于 欧 氏 或 球面 的 三 角形 所 讨论 过 的 内 容 , 读 者 都 可 在 儿 中 
进行 讨论 ; 如 公式 10.3, 10.13.2, 18.6.13, 给 定 边 长 和 内 和 角 的 三 角 
形 的 实现 ,在 等 距 下 ) 相 等 的 情形 ,中 线 、 角 平分 线 、 高 线 的 交点 . 
关于 角 平分 线 , 可 以 研究 它们 的 交点 和 Brianchon 定理 之 间 的 联 
系 ; 参见 16.2.13 和 [CR 3]. 的 卷首 插图 。 关于 给 定 三 内 角 的 三 
角形 ,我 们 看 到 ,由 19.3.5 可 求 出 边 长 ; 但 在 19.5.4 中 还 将 给 出 一 
个 有 趣 的 附加 公式 。 亦 可 参见 [CR 3] 第 XII 章 的 分 析 方 法 . 
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194 等 距 变换 群 


1941 络 中 的 等 距 变换 全 体 所 成 的 群 ICS), MARGE Gln) 
(参见 19.2.1) EO 下 所 得 的 群 , 后 面 这 个 群 不 妨 仍 记 为 Gla): 事 
实 上 只 须 应 用 19.2.3 和 19.2.5 即 可 ,因为 B 的 度量 是 通过 9 定义 
的 ,而 根据 定义 Go) 又 是 保持 9 不 变 的 。 CARNA fE 
子 , 但 对 其 它 的 目的 颇 有 神 益 的 论证 之 后 ， 我 们 就 会 看 到 ,其 实 有 
Is( 28) 一 G(#). | | | 
19.4.2” 超 平面 对 称 。 委 直 平分 集 。 E45 (1) <0; 则 根据 
13.4.7 4019.2, n° 是 R'" Dem, ANF 是 Z 的 超 平 面 . 
ECEB 中 给 出 超 平面 (nt 07). PCR) 的 伴随 正 交 对 称 ( 参 
I, 13.6.6, 14.7.4.) 是 在 PO(o) = G(») 中 的 ; 这 是 Z 的 一 个 对 


M] 19.4.2. 
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合 对 称 且 其 所 有 的 不 动 点 就 是 ANF 的 不 动 点 . ES GR S 
中 , 称 这 样 的 对 称 为 关于 超 平 面 W 一 OC 08) NF) KH 
超 平面 对 称 。 特 别 有 dCa,z) = dCa.f(2)), V a€ W,Vz € Z8. K 
过 来 ， 对 满足 ea E SWE abe D 存在 s 中 唯一 的 超 平面 
W, ， 使 丈 所 定义 的 超 平面 对 称 将 a, b ERI ME W [= {rE Z; 
día, z) = d(b, z)). W 也 称 为 4 和 5 的 垂直 平分 超 平面 。 为 说 
朋 这 一 上 感 ,只 须 取 Ee ACa), £'€ ACS) 使 gC) = 4CE) 和 n = 
E — & RNS He 13.47, B q(£— E) <0. 于 是 根据 13.6.62, 
B 中 的 伴随 超 平面 王 的 对 称 将 4 81 6 互 换 ; 而 且 ,根据 19.2.5 , 对 
z= ORT) 有 dla, z) = d(b, 2) ENF PCE, 0) = PCE 0)» 
BU PCE Eg) 一 0， 这 正好 就 是 tE), | 
从 几何 的 角度 说 ,在 B 也 可 这 样 地 定义 超 平面 对 称 : Bo: 
WRT ST 的 极 (参见 10.7.11, Gwe Bw O, log wt 
方向 的 无 穷 远 处 ), 则 超 平 面 环 的 对 称 了 将 x € 28 映 成 直线 Ct, 2) 
AUR TG), 使 c, Co, z)NW, z, f) 四 点 成 调和 分 割 ， 事 实 
上 这 一 点 可 由 14.7.4 和 15.5 推出 ， | 
19.4.3 fl: 中 点 。19.4.2 和 19.3.3.1 表明 ,Z& ARR ia, bE 


B J& e fEME— BU— HR m d(m, a) = d(m,b) = " dla, 5) 3% 


一 点 就 是 线段 [a,b] 和 a, 5 的 重 直 平分 线 的 交点 。 从 几何 的 角 
BE, 可 将 该 点 作为 直线 《a, b) 的 对 合 的 二 重点 而 作出 ， 其 中 一 对 
AIE Ca, b), RHE Ca, bY A S 的 交点 Cu, v). . 
194.4 命题 。 设 (zie... EB 中 仿 射 独立 的 点 ; 则 由 
d(z, z)-— d(z,z) Vi 一 12z 二 1 可 推出 xz 一 w， Wu 
o Ciian A C2 inn EB 中 两 个 《元 组 ,并 使 
(n, zi) m dt, 2) Vis jm 3, ++, k; 

则 存在 je G(m) 使 iz) =z Vi-l,---,k. 

由 于 上 述 关 于 垂直 平分 集 的 讨论 , 我 们 可 以 完全 和 证 明 9.7.1 
时 一 样 地 进行 讨论 。 | 
194.5 Hit. CB) 一 Gla). 
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19.4.5.1 注 。 特 别 可 知 LC) 是 二 点 可 迁 的 ,参见 9.1.7. 
19.4.6 ”一 些 推论 ， 

19.4.6.1 FH 19.4.4 的 证 明 可 知 ， (2) 中 的 每 一 元 素 是 至 
多 ”十 1 个 超 平面 对 称 的 乘积 ;还 可 注意 到 , 当 RO 的 超 平面 是 
nt ii a(n) > OR, H 13.712 可 得 出 对 称 ， 且 它们 不 一 定 是 超 平 
Wa. 其 实 , 在 这 种 情形 所 得 出 的 是 绕 PR, BIS Ra) 
的 对 称 。 
了 9.4.6.2 由 13.7.1 可 知 ， B 中 两 个 不 维 子 空间 总 是 在 某 一 
个 FEICS) 下 互 为 映 象 的 。 由 此 还 可 知 ，d 在 一 个 这 样 的 子 空 
间 上 诱导 的 度量 ,就 是 & 维 双 曲 空间 的 度量 〈 可 到 一 个 过 SAB 
RO RIS 23 lal). 

19.4.6.3 ”如 在 18.5.8 中 一 样 , 可 以 证 明 在 不 计数 量 因子 差别 
的 条 件 下 , 4 是 绍 上 唯一 在 I(B) 下 不 变 的 度量 

19.4.6.4 d£ Is(22) FF Mób(» — 1) (参见 18.10), 但 
它 作 用 在 绍 (或 P, RFE Z M Æ) 上 的 方式 与 作用 在 
So) 上 时 很 不 相同 。 

19.4.6.5 ”一 点 z 的 稳定 子 群 1,02) 自然 同 构 于 切 空间 的 

交 群 O(T,.æ), SJ 19.2.7; ifi ELTE 0 处 ,这 个 稳定 子 群 等 同 于 
O(n), 因为 我 们 可 取 E= (0,1), 这 时 就 有 Et 一 Re. 

19.4.6.6 Ft Is(æ) 是 保 角 的 ， 因为 根据 定义 、 G(n) ERA 
的 (参见 19.2. 7). 
19.4.7 CB) 的 紧 子 群 。 这 样 的 子 群 容 有 一 个 对 所 有 元 素 共 同 
的 不 动 点 ; 事实 上 , 由 19.3.1 容易 验证 两 点 的 中 点 《参见 19.4.3) 
满足 9.8.6.5 的 条 件 ， | 


19.5 @ 的 规范 测度 


1951 $H. @ 上 每 一 在 CS) 下 不 变 的 测度 必定 形 如 kw, 
其 中 ke RT, wo 是 Rr 的 Lebesgue 测度 在 eg 上 的 限制 ,4 EE 
Hj ge (1 — ef) AZI, BIRT © 7% 0 处 的 比例 
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因子 为 1 的 上 述 测度 , 称 为 Z 的 规范 测度 . | 

B 上 每 一 在 LS) 下 不 变 的 测度 形 如 eo, rh 8: — RF 
连续 ,这 一 事实 已 在 2.7.4.4 和 18.7.3.4 中 提 及 ;现在 我 们 再 利用 下 
RES: LCD) 在 多 的 每 点 沿 每 一 方向 都 是 连续 作用 的 。 这 也 
说 明了 两 个 不 变 测度 总 是 成 比例 的 ,因为 Isla) 是 可 迁 的 ,从 而 
函数 比例 因子 应 是 常 值 、 测 下 只 要 说 明 tw 确实 是 在 LB) 下 
不 变 的 。 而 它 在 稳定 子 群 Is (Z) = O(n) 下 是 不 变 的 (参见 
19.4.6.5), 因为 上 :所 是 在 O(n) 下 不 变 的 ; 因此 只 须 证 明 对 任 一 
2 € BFE FELCE) 使 Quo) — lo H 0) z. RIRE 
ALMA mean Cx,0,---,0) 的 zi E 

chix, + shz X2 


Í: x oo. n e» (Sum Er ss oe 
Ü Cn; > Xn) shix, + chr = shex, + chi 7 


x, ) 
| | sh tx, + che?” 
这 是 如 下 定义 的 FR REZ EBEN 


(xi, MEL" Xa’ X541) > (ch 2X; + sh EX 415 X25 . 'X.5 


- Sh £z, + ch £x,44), 
E i 显然 是 使 4 一 > £k cla 不 变 的 ， 计 算 了 在 0 一 (0， 


:,0) 处 的 偏 导数 Jacobi 矩阵 后 可 知 ， Jacobi 行列 式 det f'(0) 
为 ws hey ety, 因而 f* (1c) = Leo , 3S] FE faf d AD 5 NT EH FCO, - "*s 
0) = Csh:/cht, 0,- t5 0) "T4313 (x, 0,---,0)€ e. 
19.5.2 ”一 个 例子 ， 设 e 是 双 曲 平面 多 上 的 三 角形 RATES 
a» B, x /2; 则 
19.5.3 Hm (g) 一 Z—a— $. 

由 Is (2) nom 可 对 顶点 坐标 为 (0, 0), Cu, 0), 

(v. E om ARTS E HE 0R Cu, 0》 处 的 角 为 
和 x/2, HR & A R 来 说 ， 在 (0, 0) 处 的 角 是 一 样 的 ， 在 
Cu, 0) 处 的 角 也 都 是 x/2, 于 是 由 19.2.6 À: u= th b, 其 中 5b 是 
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(0,0) i | ~ (x, 0) 
图 19.5.3. | 
& th fy PRORA RH 19.3.5 有 cho 一 CSE, 在 极 坐标 《p, 0) 
中 ,规范 测度 为 (1 — o) ""pdopd0O , 由 此 相继 可 得 : 
面积 (8) 一 CUT p(l — P) dpd? 
~ (tà — eyes 
-ke-i 一 中 


= | cosÓ — 


== Arc sin( sina ch 6) — a 
= Arc sin( cos) — a = t ma, 


195.4 推论。 对 双 曲 平面 上 任 一 内 角 为 o, 8, Y 的 三 角形 PH 
| HR (E) =z —a— p-r, 
依据 19.3.3.1 可 将 该 三 角形 分 成 两 个 直角 三 角形 ， 并 对 其 中 
每 个 直角 三 角形 应 用 19.5.3。 | | 
19.5.5” 注 ， 一 般 公 式 见 18.3.8.6, 19.5.4 是 它 的 很 特殊 的 情形 ， 
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19.6 KAA v 


19.61 ”考虑 关于 北极 > 的 球 极 射影 f:5"\v R", Hid S* 的 开 
南半球 为 2; | 
X = {(2,1r)E SER”. < 0}, 
ig R*+ SIR 上 的 射影 Cz, 1) 9 z 29 RUE X EJ. 
是 双 射 , 记 其 逆 为 g. > 
E = fog: BB, =E! BD — B, | 
映射 号 ,0 都 是 双 射 。 将 赋 有 由 lr, y) = 4(0600, QC) E 
义 的 度量 5 的 集合 £8 称 为 双 曲 空间 的 ( 共 形 ) 模 型 E, Era 是 
B 的 双 曲 距离 . 
19.6.2 EZ PRIS, 0 的 推 衍 定义 直线 、 射 线 、 切 向 量 和 夹 
角 ; 要 注意 , 这 里 涉及 的 是 与 am 中 相同 的 集合 ， 但 直线 不 再 是 仿 
射 直线 。 事 实 上 , 若 A 是 Gm 的 一 条 直线 ,其 载体 直线 ASS 交 
Fu, v, W 8(K) 是 S 中 一 个 与 Su, v 处 交 成 直角 的 贺 , 因 
而 ECA) = f(e(A)) 也 是 R 中 一 个 与 5*7 E u, v 处 交 成 直角 
的 圆 (参见 18.1.4.3); 因而 & 的 直线 是 正 交 于 S" 的 图 与 sm 相 
MSA EN. SAME IX EI UEFA. 
19.6.3 ”我 们 要 证 明 E 中 的 角度 是 与 在 R 中 的 角度 一 样 的 ， 从 
而 说 明 " 共 形 模 型 "一 词 的 合理 性 。 为 此 ,我 们 注意 到 : 
1964 51%. kei zm 中 关于 超 平面 W 的 超 平面 对 称 ， 则 当 
WHF So, SO 稳定 的 极点 存在 时 ，Sopog 是 R° 中 关 
于 该 极点 的 反 演 在 € 上 的 限制 ， 当 该 极点 不 存在 时 ， 了 三 经 过 € 
的 中 心 0 且 Sopog =h 是 关于 超 平面 WW 的 欧 几 里 得 对 称 . 
MRE Ju AR EU: o RW STU 的 极点 ， 将 RU 
中 经 过 W 并 与 R 正 交 的 超 平面 记 为 W; 它 是 w 关 于 5* 的 极 线 . 
H 2€, Om Kw, NW, Nih 19.4.25 [x,0,z,5h(0] = 
一 1， 因 而 根据 14.5.2.6, g) 和 e(h GO) 与 w 共 线 ， 因 此 经 过 
$* 中 以 ww 为 极点 的 反 演 可 将 g(x) RER eCh(z))( 参 见 18.10.1.4)， 
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但 fokof^! Æ R" pf ST 稳定 的 以 w 为 极点 的 反 演 。 
19.6.5 ”定理 ， 群 (E) BAR OES 稳定 且 极 点 在 客 内 的 
RARES 上 的 限制 ,以 及 以 0 为 中 心 的 超 平面 对 称 所 生成 的 。 
由 19.6.4 和 19.4,6.1 即 可 得 证 ， 
MEM e 95 œ 


19.6.6 AMRES, (7) EAR Mób(s 一 1) 在 5” 的 
Am € 上 的 扩张 ;或 者 说 ，M85b(2 一 1) 是 IS) EEF HWA 
Se”) 上 的 连续 拓展 . 
19.6.7 Hi. BUS v ERER, 在 其 中 双 曲 角度 和 欧 氏 角度 是 
一 致 的 ， | 
事实 上 ,对 多 而 言 ， 欧 氏 角 度 和 双 曲 角度 是 在 0 处 一 致 的 ， 
因而 对 @ 而 言 也 在 0 处 一 致 ; 但 由 19.6.5, 8.6.6 和 10.8.5.2 可 
Al, ICS) 是 保 角 的 。 
19.6.8 在 双 曲 平面 情形 的 例 。 于 是 我 们 可 以 来 考虑 € 中 的 角 
度 。 这 是 非常 实用 的 . | 
19.6.8.1 ”借助 于 19.5.4 就 可 以 计算 一 个 三 角形 多 NHR. 
容易 作出 这 样 三 个 圆 , 它 们 都 与 4 正 交 ， 而 且 在 与 S 的 交点 处 两 
两 相 切 ,从 而 可 看 出 ,存在 € 的 (或 Z Ki) 三 角形 ,它们 的 内 角 
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是 要 多 小 有 多 小 的 ,特别 是 , Z 的 三 角形 的 面积 的 上 界 等 于 r, B. 
不 能 达到 。 注 意图 中 的 阴影 部 分 ,其 各 边 的 长 度 都 是 无 限 的 ,然而 
面积 却 是 有 限 的 ,等 于 r. | mE 
19.6.8.2 E. ME 19.3.3.1, Uac BE (参见 
19.3.3.2) 必 与 所 有 过 a 的 直线 正 交 ; 根据 10.10 可 知 这 些 圆 就 是 
在 多 内 部 的 一 个 贺 束 ,其 中 一 个 圆 是 $1, 一 个 极限 点 为 *， 于 是 ， 
€ HHRMA. | mE 

19.683 RRB. Ah ARRENA RAE S! 内 的 圆 ; 
在 3 内 ,但 在 处 与 3 相 切 的 圆 代表 什么 ?我 们 看 到 ， 一 个 这 社 
WATES 多 中 任 一 以 w 为 无 穷 远 点 的 直线 正 交 的 ;了 因而 是 一 
个 圆心 在 无 穷 远 处 的 圆 ， 但 它 不 是 一 条 直线 。 当 然 可 以 把 T 作 为 
所 有 经 过 a. 圆心 在 直线 《a, w) 上 延伸 至 无 穷 远 处 的 圆 的 极限 . 
«€ 的 这 些 曲线 称 为 极限 圆 ; 它们 在 双 曲 几 何 的 各 种 应 用 中 起 着 重 
要 作用 ,例如 参看 [A-A] 第 52 页 和 附录 20. 

在 模型 多 中 ,读者 可 证 明 极 限 圆 (惊人 的 圆 1) 恰恰 就 是 与 5 
超 切 的 椭圆. | 
19.6.9 ^x. 19.6.1 的 映射 O 由 下 式 给 出 ; 
2x 


. x +> . 
1 + dx 


 5—2WH, EX R’ 与 C 等 间 起 来 , 则 可 预期 ICS) 的 元 素 单 


单 由 复 变 量 RE RRE, REZ, HE) 的 元 素 是 限制 在 | 


E = {z:|z2| 二 1} 上 的 C 一 C 上 映射 , 它 可 写 为 ( 试 与 1CH2] 第 
187 页 比较 ,并 见 6.8.16) 


ziet ZEZ OAR, |] — 1 
1 + zz 


19.6.10 多 中 的 度量 .我们 很 自然 地 要 在 模型 € 上 借助 于 网 
几 里 得 结构 来 计算 两 点 的 距离 。 设 c,8e ou, v È (a, b» 5 
Se 的 交点 ; 则 有 (参看 19.2.5) da,b) = 1/2] leg CE, ,a,51)l. 
从 而 由 8 的 (参见 19.6.1) 和 交 比 的 (参见 6.2.4) EX, RACHA 


egre 


e" B n " B "n € ue 
29.9402 (=) g(a)v m it) gb 就 有 
[u, v, a, bY = [u, v, g(a), gC5)]. | 


根据 18.10.7 的 证 明 , 有 
6. = | log( 74% /2# | | 
19.6.11 ó(s, y) og (26/08) ,Vx,yE YD, 


其 中 u, v 表示 经 过 > My ES 5*! 正 交 的 图 与 $5"~! 的 交点 ， 其 . 
X 18.10.7 中 的 讨论 表明 «Ca, b, c,d) Æ R* 在 一 切 反 演 下 的 不 
变量 ,特别 是 在 球 极 射影 下 的 不 变量 。 亦 可 参看 16.8.6. 

fl: 由 公式 19.6.11 出 发 可 以 比 19.6.8.2 中 更 严密 地 说 明 © 
中 的 圆 的 性 态 ， 


La 


E 19.6.11 


19.612 ME. DE? g: r 是 三 个 之 3 的 整数 并 且 Laia 


+ <1; 根据 19.3.4, FENH © 上 的 三 角形 多， 其 内 和 角 为 


a= x]p, B=xlg, V=xir; 可 以 证 明 关于 d 的 各 边 的 对 称 生成 
BCE) 的 一 个 离散 子 群 ， 由 它 可 铺 居 多 (参看 [RM] 和 其 中 提 


图 19.6.12.1. 图 19.6.12.2. 
Coxeter, «JL [5] RS», J. Wiley 出 版 社 。 


图 19.6.12.3, 
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及 的 文献 )。 因 此 ,完全 不 同 于 欧 民 或 椭 贺 几何 的 情形 《参看 1.8.6, 
1.7.4, 1.8.2), REE ACSS RRR, 

O3, REM, SBR © (图 19.6.11.2); 
这 些 铺 嵌 不 仅 有 审美 上 的 情趣 ， 而 且 在 其 它 方面 ， 特 别 在 分 析 中 
(Poincaré 的 富 克 斯 群 、 例 如 参见 (RMI) 或 者 在 微分 几何 中 起 
着 重要 的 作用 ， 在 后 者 中 可 由 它们 构造 出 具有 常 负 曲率 的 紧 流 形 
(这 时 , 取 4* 边 形 ， 并 在 商 空 间 取 具 有 《个 洞 的 环 面 的 拓扑 ， 见 
12.7.5.4), 例如 参见 [WF] 第 69 页 。 — | 

FA PAE I MB AUDE (参见 172)， 可 参阅 


图 19.6.12.4. 
M. Escher, “循环 极限 ?双色 木刻 ，1960。 
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OR. M. Robinson ,《 双 曲 平面 上 不 可 判定 的 贴 砖 问题 》, California 
大 学 ，Berkeley， 预 印 本 ， 


19.7 RE HECHE 
19.7.1 模型 Æ, Poincaré 半空 间 。 该 模型 可 由 模型 g Zi 
R 的 一 个 极点 在 5*7 上 的 反 演 得 到 ;这 时 , AR E WS 的 内 
部 成 为 一 个 开 半 空间 JY", 其 边界 为 超 平面 H, BD SC 在 上 述 反 
演 下 的 象 .将 A CREB LAR, HS 可 分 别 得 出 度量 、 
角度 直线、 射线 等 概念 ) 称 为 Poincaré 半空 间 (a= 2 时 为 半 平 
面 )。 它 当然 是 共 形 的 . 

这 一 模型 在 有 一 点 上 是 比 e 稍为 还 色 的 ， 为 得 到 统一 的 结 
果 和 概念 ， 必 须 在 妃 上 添加 一 个 无 穷 远 点 ; 要 不 然 、 比 如 说 就 会 
有 两 种 直线 :” 圆 和 正 交 于 总 的 直线 〈 在 20.1 和 20.6 中 还 会 遇 到 
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HU co), RB (A) 也 不 是 拓展 到 日 上 (参见 19.6.6), TX 
仅 是 拓展 到 HU co 上 . 

反 过 来 ,在 许多 情形 下 ， 这 一 模型 又 是 所 有 模型 中 计算 最 简便 
HU; # 二 2 的 情形 尤为 理想 ,在 这 一 模型 的 基础 上 ， 我们 可 以 给 出 
SLBA RSS 申述 。 最 好 的 做 法 是 取 | 
Ge = (ze C;Re(z) > 0}; 

TR ICE) 的 元 素 是 
az + b 
cr + d 


Ri a,b, c, de R, ad — be <0 


z ,aGa,b,c,d€ R, ad — be 0 


和 和 z |> 


CHARS ERARA L) 是 同 构 于 GP(1; R) m, 参见 
15404 A 5.2.4). 不 变 测 度 很 简单 ,就 是 
dxdy 

5. y 
19.7.2， 其 它 模型 ， 若 要 仿照 第 18 章 的 做 法 ,就 该 把 R*+: 中 方程 
X CE) = 1 的 超 曲 面 〈 参 见 15.43) 的 一 个 连通 分 支 妃 取 作 模 
型 ; 但 这 时 5 上 就 不 是 赋 有 R'U 的 诱导 度量 所 相伴 的 内 草 度 量 
(参见 9.9.7 和 18.4.3), 而 得 赋 有 一 个 黎 曼 度量 ， 它 是 通过 在 每 个 
T.E, x € E 上 赋 以 由 一 g 在 E^ 的 限制 所 诱导 的 欧 氏 结构 而 得 到 
的 。 为 简单 起 见 ,考虑 R 的 曲面 , 若 要 其 上 由 Rs 的 诱导 度量 所 推 
得 的 内 薄 度 量 是 双 曲 度量 , 则 可 取 如 图 19.7.2 所 示 的 旋转 曲面 ;但 
是 这 仅仅 是 局 部 的 模型 。 而 且 ，Hilbert 的 一 个 定理 明确 地 指出 ， 
R^ 中 的 任 一 曲面 都 不 可 能 整体 地 实现 am. Dind [KM] 第 
476 D. 这些 模型 是 Beltrami 提出 的 ;历史 上 的 JIoGasenckuii 和 
Bolyai 的 模型 是 具有 公理 性 质 的 ， 
19.7.3” 注 。 用 到 双 曲 几何 的 , 有 分 析 学 ， 参 见 [G-G-V] 第 IV 
” 章 ; 有 数论 ,参见 [SA]; 有 微分 几何 , 参见 [G-K-M] 第 195 页 ; 
有 遍历 理论 ,参见 [A-A]; 最 后 还 有 相对 论 , 其 中 的 Lorentz 群 
正 是 4 一 3 时 的 群 0(4)， 双 曲 几 何在 当前 的 研究 工作 中 起 着 很 
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F. Klein, 4 高 等 几何 教程 >，Springer 出 版 社 。 


19.7.2. 


活跃 的 作用 ,特别 可 参阅 €Thurson XF BH E $8 43 FE ER HJ LS), 
Orsay 讨论 班 76—77, Astérisque 1979, 

有 关 双 曲 几何 的 文献 是 : [B-K]1, 很 初等 但 很 适合 教学 需要 ; 
[CR3]， 其 中 有 很 完备 的 公式 表 ; 还 有 [GR]. | 

我 们 在 12.11.4.3 中 已 提 及 ， 等 周 不 等 式 12111 可 推广 到 双 
曲 空间 . 

在 下 书 中 可 找到 双 曲 几何 的 公理 化 叙述 : K. Borsuk 和 W. 
Szmielew, 《几何 基础 y 第 VI À, | 


198 & J 


19,81. 在 类 加 空间 中 讨论 子 集 


{mz mme mmy, 
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其 中 m 是 给 定 的 和 个 点 。 
19.8. it D, D 是 椭 贺 空间 的 两 条 直线 ;讨论 

{m:d(m, D) = Km, D)) (分 4 二 2 和 4 之 2 两 种 情形 ). 
19.8.3 ”在 椭圆 平 面 上 讨论 配 极 三 角形 的 概念 ， 
19.84 ”讨论 椭 贺 平面 上 三 角形 的 各 种 相等 情形 . 
19.8.5 ”将 椭圆 平 面 分 市 成 三 角形 ; 证 明 顶 点 数 o, Whe 和 三 角 
形 数 9 恒 满 足 | 

g—od]9- 1. 

19.8.6 WEBS JUR TES REEL B PEE EPA ETES A 
198.7 在 绍 中 有 一 个 四 边 形 , 其 三 内 角 都 为 直角 ， 且 边 2 和 2 
已 知 , 求 第 四 个 内 和 角 。 


图 19.8.7. 


| 19.&8 证 明 : 在 双 曲 平面 Z 中 , 过 > 向 A 作 的 两 条 端 头 平行 线 
的 夹 角 〈 参 见 19.3.2) 只 依赖 于 4G, A) — h, 58e 与 4 的 了 
HER. | 

19.8.9 HERR æ 中 ,然后 在 模型 © 中 ,从 几何 上 作出 双 曲 平 
面 的 两 条 直线 A, A 之 间 的 公 重 线 6. 

19.8.10 证 明 19.6.9 和 19.7.1 中 的 公式 。 

19.8.11 ”在 双 曲 平面 Z 上 给 定 一 条 直线 A, RC (med. 
dm, A)= b) (AER); 证 明 它 们 都 是 圆锥 曲线 的 并 集 ， 在 4 
BOB R+ 的 情形 下 讨论 这 个 集 族 (FED. 在 € 中 进行 同样 的 讨 
论 ; 将 两 者 加 以 比较 . | EE 
19.8.12 ”在 双 曲 平面 名 上 给 定 一 点 me B, 证 明 (2€ A; dz, 
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= F. Klein, «ÈS ILE», 
Springer 出 版 社 . 
mE E 图 19.8.13. 

m) = r} 都 是 R 的 椭圆 , 并 在 > HUB R 的 情形 下 讨论 这 个 集 族 
(E gal). s 2 
19.8.13 解释 图 19.8.13。 ZI 
19.8.14 具体 算出 19.6.1 中 的 SS。 — Lo te 
19.8.15 证明: S*^' 的 内 切 球面 3( 即 极限 球面 ，19.6.8.3 中 极限 
加 在 ”> 3 时 的 推广 ) 上 由 © 诱导 的 度量 ,使 ING 成 为 等 距 于 
R 的 度量 空间 。 因 而 ,如 果 €^ 土 的 居民 都 集中 在 了 上 ,他 们 就 
无 从 知晓 自己 是 生活 在 双 曲 空间 中 的 。 反 过 来 ， 如 果 他 们 分 布 在 
整个 € 上 上 ,他们 又 是 如 何 知道 (即使 是 局 部 地 ) 自己 不 是 生活 在 
欧 氏 空间 的 ? | EE mE | 
19.8.46 证 明 # 维 双 曲 空间 中 任意 * 十 2 个 点 zi 人 一 1 
nx 十 2) 必 满足 .| 
| i det (ch [d(z;, 2;)1) = 0. 
19.817 在 络 上 定义 新 的 距离 4 如 下 : E 

200 uos X8, y) = kd(z, y) ChE RE); ， 
EH k LN, CB, IDR CB, 4) B, RE (28,4) HE 
义 角度 ; 说 明 三 角形 公式 会 有 什么 改变 ，。 再 考察 在 趋 于 无 穷 时 由 
这 些 公式 可 得 出 什么 结果 。 | 
19.8.18 ”在 双 曲 平面 Z LA EAU (ole), 000) 下 的 一 条 C! 
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类 曲线 ;证 明 它 在 BBM + = a 到 :+ 二 4b 的 长 度 为 = 
lj eV o t PO — e, 
。 1> p 
19.8.19 在 椭圆 空间 中 计 论 9.8.1 到 9.8.5. 
19.8.20 ”整数 x 大 于 或 等 于 3, 在 双 曲 平面 上 讨论 内 角 均 为 2rjn 
的 正 > 边 形 。 对 于 不 同 的 x， 讨 论 这 样 的 多 边 形 的 存在 性 和 唯一 
tE, | 
198.21 —/\O#E ES. IEBHBSBDEI LERILANELSE 
少 包含 一 个 三 角形 ， 其 周 长 小 于 或 等 于 x (参见 . [BL]， 第 262 
页 ). 
19.8.22 P*(C) 上 的 Fubini-Study 度量 ， 将 P*(C) 看 作 
SCC 一 Rt 在 由 4.1.1 的 定义 所 诱导 的 等 价 关 系 下 的 商 
空间 ,并 将 规范 射影 记 为 
me Sri — P*(C), 
对 m, ae P*(C) , 定义 实数 d(m , n) 一 Jn (m) n7 (0), 其 中 
4 是 Se ORARE. 证 明 4 PC) 成 为 度量 空间 。 在 其 
中 讨论 最 短 道路 ,并 说 明 它们 是 否 唯 一 。 
将 上 述 问题 推广 到 PH) E. 
19.8.23 W 19.6.12.3 表示 什么 ? 
19.8.24 ”椭圆 等 距 点 集 。 任 一 使 所 有 的 距离 dm, mi) (i <j) 
彼此 相等 的 点 集 (mou... HOUR SITUÉE AR, WEBI 
圆 平面 容 有 边 长 可 取 % 与 </2 之 间 一 切 数值 的 等 距 三 点 组 ; 按 
ICP) 的 作用 将 它们 进行 分 类 。 证 明了 卫 容 有 边 长 可 取 Arc cos 1/ 
V 3 或 Arc cos1/V 5 的 等 距 四 点 组 ; 按 IS CP) 的 作用 对 它们 进 
行 讨 论 。 证 明 在 不 计 等 距 差 别 的 条 件 下 ,P 容 有 边 长 为 Arc cos 1/ 
V 5 的 一 个 等 距 五 点 组 和 一 个 等 虐 六 点 组 参见 [BL1, 第 211 一 
214 v. | | 
19.8.25 ”证 明 对 双 曲 空间 的 任何 三 角形 ,总 有 不 等 式 
b^ + c! — 2becosa « a «5 + c! + 2b¢ cos( 8 T Y), 
对 球面 三 角形 讨论 这 一 问题 。 
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19.826 #83 维 双 曲 空间 ©, CEHA Ap. 对 R 
的 任 一 正 多 面体 PAME— : > 0, 构造 I(P,1) 如 下 : 若 4 是 P 
的 中 心 , 《5;) 是 顶点 , 则 首先 在 多 中 作 过 的 射线 CD), 使 它们 
两 两 之 间 的 夹 角 分 别 与 射影 ab; 之 间 的 夹 角 对 应 相等 。 再 在 每 条 
射线 ab, 上 取 点 qCO 使 其 到 也 的 上 距离 等 于 4 

证 明 : 如 果 5; 都 属于 P 的 同一 个 面 , 则 对 应 的 qi(e) 属于 & 
中 同一 平面 (2 维 子 空间 )， 且 该 平面 是 确定 的 ， 这 样 的 平面 称 为 
T(P 9 1) 的 面 . 

证 明 : 当 * GTER, NCP, 2) 的 相 邻 的 面 所 成 的 二 面 角 
有 一 极限 ,而 且 该 极限 秆 是 x 的 有 理 数 倍数 。 

找 出 这 样 的 P Are, (OA “REM” DP, 出 发 可 得 到 儿 的 
Si. | 


197. 


452032 Rh À M. 


在 18.10 和 19.2 F, RNS BiB SI Gn), MAA Môb 
(a), CARME R 的 球面 S" 和 单位 开 球 B(0,1)= BL 在 
前 一 种 情形 ， 涉及 在 二 次 型 9 一 sib sta HMR BL 
作用 ;在 后 一 种 情形 , 则 是 在 这 样 的 直线 上 的 作用 一 一 9 在 其 上 的 
限制 是 正定 的 。 然 而 ， 和 在 关上 的 限制 为 员 定 的 直线 的 业 合 又 天 
怎样 的 呢 ? | 

本 章 的 目的 是 说 明 这 一 集合 自然 地 等 同 于 一 TP 
中 球面 的 集合 。 由 射影 的 技巧 出 发 ， 可 以 得 到 一 个 关于 这 些 球面 
约 集合 的 有 趣 的 定理 ,尤其 是 这 样 就 补足 了 从 第 10 FUR BA 
的 统一 定理 之 缺 。 在 其 上 9 一 0 的 直线 的 集合 要 比 在 其 上 4 二 0 
的 直线 集合 来 得 复杂 ,这 正 表 明了 球面 几何 的 困难 所 在 。 


20.1 广义 的 球面 空间 


2011 设 已 给 定 仿 射 欧 氏 空间 E， 我 们 要 研究 BZ 中 所 有 球面 的 
集合 ; 一 个 几何 上 的 想法 是 利用 从 一 个 球面 (除去 北极 ) 到 上 的 
球 极 射影 1:5 -> E。 图 20.1.1 表明 ,着 将 的 球面 9 与 外 切 于 S, 
与 球面 相 切 于 fe》 的 锥 面 的 顶点 ?相对 应 ， 则 可 将 E 的 球面 
与 球 极 射影 在 其 中 进行 的 空间 中 的 点 对 应 起 来 。 实际 上 确 可 
这 样 地 建立 起 一 套 理论 ;但 它 有 两 个 缺点 ,一 是 SUR 的 选取 并 没 
有 规范 地 与 相 联 系 , 二 是 必须 用 到 的 无 穷 远 点 并 有 贫 将 所 考察 
的 对 象 作 适当 的 嵌 人 。 而 且 这 种 观点 眼 18.10.2 很 相近 ， 

2012 下 面 将 从 代数 上 进行 讨论 , MTS LIBRA, 至少 
能 很 好 地 确定 所 考察 的 对 象 ; 我 们 的 想法 是 把 球面 写作 仿 射 二 次 
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图 20.1.1 


HE, HEE LGNCOURDONESMDROSR. BME 
所 以 可 行 ， 是 因为 有 这 样 一 个 事实 : 在 所 邯 虚 的 空间 中 存在 一 个 
规范 二 次 型 《对 应 于 20.1.1 的 结构 中 作为 象 集 的 球面 8)。 Fi, 
我 们 的 结构 可 能 因此 一 开始 显得 不 很 自然 ; 但 愿 读 者 在 以 后 会 对 
上 述 结 构 以 及 最 终 得 出 的 结果 感到 满意 。 

20.1.3 记号 。 对 于 本 章 中 所 考察 的 2 维 欧 氏 仿 射 空间 E ,8(CE ) 表 
示 E 上 仿 射 二 次 型 的 向 量 空间 ; 对 gq € 8(E)， 其 相应 的 符号 为 
4€QQGD. 若 E 在 4 处 向 量化 ， 则 4 可 写 为 gq 一 gpt gt go, 
DER, 4€ Et, qi 就 是 了 《参见 3.3)。 要 注意 , 别 将 下 面 的 内 容 
跟 在 第 15 章 所 说 的 内 容 混 为 一 谈 ; 在 第 15 章 中 , 仿 射 空间 X 是 通 
过 无 穷 远 点 的 超 平面 cox 而 完 和 刍 化 的 、 现 在 E 是 通过 无 穷 远 后 % 
本 身 就 完备 化 的 。 《““ 

| 10.7.6 中 的 讨论 表明 ， 为 了 得 到 球面 ， 引进 下 述 的 QCE) 的 
向 量子 空间 是 很 自然 的 ; 

20.14 SCE) = (2€ O(E):3 = &ll-l?, ke R}. 

我 们 看 到 ,这 是 OCE) 的 一 个 二 十 2 维 子 空间 。 从 我 们 关于 仿 射 
或 射影 二 次 曲面 已 经 了 解 的 内 容 出 发 ,可 以 引进 射影 空间 
20.1.5 p:SCE)\0— P(SCE)) = SCE; 

称 SCE) 为 E 的 广义 球面 空间 ; 这 是 一 个 + 1 维 实 射 影 空 间 ， 
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POCE) 的 射影 子 空间 (参见 14.1). 
20.1.5 RE, L€S(E) 的 象 集 是 什么 9 如 同 在 10.7.6 中 一 样 ， 
我 们 在 Ea FSH 1 的 一 个 方程 9: 
20.1.7 g=A&llel? + Cel.) +2, 其 中 ec E, keR; 
mA & 一 0,w 关 0， 象 集 是 互 的 一 个 仿 射 超 平 面 ， 如 果 & 0, 
x 一 0， 由 于 AAI, RENO, IR À # 0, 在 10.7.6 中 已 经 看 
到 和 象 集 是 一 个 球面 一 个 点 或 名 。 但 由 10.7.6 和 上 述 讨 论 可 知 , 当 
im) = Ø 时 ,1 是 由 其 象 集 完全 确定 的 。 由 此 可 知 ， 若 将 互 的 
仿 射 超 平面 全 体 记 作 @, 将 E 中 半径 >0 的 球面 全 体 记 作 X, M 
有 单 射 | 
20.18 i.5UEUG-> SCE), 
其 中 , 若 将 E 的 一 点 看 作 以 该 点 为 球 心 的 一 个 “半径 为 0 的 球面 ”， 
则 可 得 出 在 E 上 的 单 射 性 。i(ZUEUe) 在 SCE) 中 的 补 集 由 两 
部 分 组 成 : 与 方程 9 = 1 相伴 的 那 一 点 ,以 及 与 9 二 外 十 c 
Cale) +4, FER lal? — 4&5 < 0, 相伴 的 那些 点 , 它们 可 被 看 作 
韭 零 的 “ 纯 虚 数 半 径 的 球面 "”， 将 第 一 个 点 记 作 co € SCE), WE 
E 的 无 穷 远 反 。 以 后 往往 通过 i 2, EM SCE) 的 子 集 等 同 起 
来 ,并 令 : | 
20.19 E=EUOCS(E), S(E) = XUÉUSCSCE). 

在 19.13 中 提 到 过 的 一 些 问题 ， 是 应 该 加 以 注意 的 。 至 于 何 
以 要 提出 这 些 间 题 ,下 文 已 足以 说 明 ; 20.1.1 也 对 此 作 了 解释 。 


20.2 S(E) 的 基本 二 次 型 


20.2.1 引 理 ， 对 于 E. 中 的 20.1.7 式 而 言 , 量 
læ ||? — 48% 
. | | EP 
Ho3XXHiX5 qe (E) FX. BE ŠE) 上 的 二 次 型 ， 符 号 
NOS (n 十 1, 1), RE SCE) 的 基本 二 次 型 ， 
”这 一 结果 是 可 以 预料 到 的 ， 因 为 10.7.6 表明 ol) 极 象 球面 


ellQ a 


plq) = 


q (0) 的 半径 的 平方 。 这 一 点 可 通过 一 个 平移 的 计算 得 到 验证 
(参见 2.1.8)。 符号 数 可 由 定义 看 出 : lel Æ # À IE DL 444 = 
Ck FRY — (k — hy! 有 一 个 正 项 和 一 个 负 项 (参见 13.4.7)。 

“”? 的 配 极 型 记 作 RC., 25 从 而 有 | 

20.22 RCI. + Cal.) + h, KA + CaL.) + 4) 


- " [lala ) — 2(K'h + && 1. 


例如 , 若 9, d 的 象 分 别 是 以 a, a HRO, Ur, r 为 半径 的 
球面 , 则 对 两 个 球 心 之 间 的 距离 来 说 有 : | 
20.2.3 d4'(a,a)— r +r? — 72 R(4, q’). 


20.2.4 SCE) 的 基本 二 次 曲面 就 是 以 p 为 方程 的 二 次 曲面 , RN 
不 妨 仍 记 之 为 p; 它 是 SCE) 的 一 个 射影 二 次 曲面 。 关于 这 个 二 
次 曲面 的 配 极 或 对 偶 记 为 .L( 参 见 14.5)。 我 们 知道 (参见 14.3.3 
或 18.10)，p 的 象 集 同 胚 于 球面 S"; 但 前 面 (参见 10.7.6) 已 证 明 
过 imp) = Ê, XIEHMEKA i: E> SCE) 是 到 人 象 集 IE) 上 的 
AR, mH 可 看 作 五 关于 无 穷 远 点 (在 这 几 即 co) 的 Alexand- 
roff 紧 化 空间 。 这 是 把 10.8.4.2 中 讲 过 的 内 容 形 式 化 ,在 20.6.3 
中 还 将 就 此 给 出 结论 。 

20.25 现在 ,由 10.7.6 可 知 , 在 S(E) 中 使 o(9) < 0 的 9 对 应 
的 SCE) 中 的 点 是 半径 为 纯 虚 数 的 球面 ,而 在 e(q) > 0 的 情形 则 
是 3U eB 的 点 , 即 实 球面 和 超 平面 。 若 将 p 换 成 一 p, 则 得 到 符号 
数 为 (1 ,x 十 1) 的 一 个 二 次 型 , 且 由 19.2 可 知 纯 虚 数 半径 的 球面 
构成 一 个 (n 十 1 维 的 ) 双 曲 空间 中 
的 点 ; 而 这 正 是 SCE) 中 我 们 不 感 
兴趣 的 那 一 部 分 。6 的 部 分 则 有 球 
Hi S" 的 几何 ; 其 上 有 Môb(r) (2 
Ji 19.2.2 或 18.10); 因而 可 以 讨论 
E 的 共 形 群 (或 循环 群 )， 即 下 面 要 
在 20.6 中 讨论 的 Conf CÊ). 说 到 
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底 , 我 们 最 感 兴趣 的 是 ACE) 的 几何 . 

20.25 这 种 几何 并 不 简单 ,这 一 点 由 10.8.4.2 ETRA 原因 
有 二 : ”首先 因为 ASCE) 的 拓扑 是 除去 一 点 的 实 射影 空间 的 所 
扑 ， 这 一 空间 可 收缩 成 低 一 维 的 实 射 影 空间 ， 从 而 不 是 单 通 连 的 
(除去 一 点 的 PCR) ASET Mobius d$, :参见 4391), 其 
次 因为 ,如 果 二 次 型 p 在 SCE) 上 是 恒 正 的 ,那么 在 连接 CE) 
的 两 点 的 SCE) 中 直线 上 , 它 可 能 既 取 正 号 也 取 负 号 ， 也 可 能 保 
证 恒 正 , 须 视 具体 情况 而 定 : 见 20.4.2。 

20.2.7 由 20.2.2 和 14.5.2.1 可 知 ， (9 UcoEIER Eo Ê REDE 
超 平面 。 


20.3 E * 性 


”根据 20.2.2, 20.2.3, 10.7.10.2, TERRI: | 
20.3.1 SI, 对 s,s € F(E), 关于 基本 一 次 曲面 P 的 正 交 性 
sis ENT: s 
一 一 若 s,s EEs, S 在 10.7.10.2 的 意义 下 正 交 ， 

一 一 若 5€ I, EO: 是 :的 直径 面 ; | E 
一 一 若 ss EO, S 是 在 欧 撕 空间 意义 下 的 相互 正 交 超 平面; 
— sE SUO, SC Es es NA; 
— sE SUG, s = C25EO, | | | 
ARMES), SCE) 中 的 正 交 性 可 以 用 欧 氏 空间 中 的 正 交 

性 来 表达 ， 但 稍 有 些 例外 ; .为 了 弥补 这 一 点 ， 我 们 看 到 ， AUS 
sE SCE) MEE É PAR im (5) 如 下 即 可 : | 

im(s) = im(s), se ZE WH; 

im(s) = im(s)U ©, s€ © 时; 
20.3.2. À im(co) = oo; 

limG)=s, s€E its. | | 

im(s) 一 D, im(s)= Ø H sœ}. 

据 此 就 可 由 20.3.14% SCE) 中 im(s) 的 点 解释 如 下 : 


e112 = 


20.3.3 引 理 . 对 se SCE), imG) 中 的 点 就 是 ENs* 的 点 ， 或 
是 以 :为 项 点、 外 切 于 的 锥 面 与 上 6 的 接触 点 。 | 


| a 20.3.3 
20.3.4” 例 。* 的 中 心 是 直线 Cs, oo) 与 Ê 的 交点 中 除却 co 的 那 
个 点 。 | | | 
事实 上 , s Whi o ER MEN o BO EISE CES 
间 意 义 下 ) 正 交 于 s; 因此 ， 由 上 述 讨论 可 知 这 些 超 平面 的 全 体 就 
是 | 


co^ (16 = wt Not = (wco)t (参见 14.5.2.3), 
s L(woo) 就 是 5€ woo, — s 
20.3.5 上述 讨 论说 明 : 巨 的 超 平面 是 以 oo 为 中 心 的 球面 ;至 于 oo 
本 身 , 它 既 是 一 个 特殊 的 超 平面 (co € 8), 又 是 一 个 半径 为 0 的 
特殊 球面 (oo € £), 处 处 都 是 它 的 中 心 (参见 Pascal, 《思想 录 》， 
第 72 #5), 


20.4 ”两 个 球面 的 相交 与 夹 角 
20.41 MER s,s E EUO, 其 方程 为 44; 那么 Rie). 


LEOLEO 
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等 于 什么 ?这 路 既 不 能 用 19.2.5， 也 不 能 用 8.63; 实际 上 问题 取 
决 于 射影 直线 ss = s,s), 984885 É 相交 而 定 。 根据 二 阶 
方程 的 古典 理论 ,可 得 下 述 命题 : 

20.4.2 命题 。 对 于 方程 为 qg 的 s,s EU8B， 以 下 命题 是 等 
价 的 : 

一 一 射影 直线 ss 5G EBBES—A; 

_ | R(q, q )| <1; 

OCDE 
一 一 ?在 ss 上 的 限制 是 正 的 或 是 零 ; 

——im(s)N imG’) # Ø. 

这 时 我 们 说 *, ” 是 相交 的 ， 如 下 定义 的 (0, 2/21 间 的 实数 
[sys] RASH s 的 夹 角 , 它 只 与 ss 有 关 而 与 9,，9 AX: 

Arc cos (Ls, s 1) = ARG, I! 7 2! , 

V Da) 
20.4.3 下 述 事 实证 明了 上 式 的 合理 性 : A meim(s)Nim(s), 
则 超 切 平面 Tas, Tas 《 当 :或 ,或 两 者 都 在 中 时 , 则 为 平面 
im(;) 和 im(s’) 本 身 ) 之 间 夹 角 为 [s,s，]; 这 一 事实 , 当 s,s EF 
时 可 由 20.2.3 得 出 ， 其 中 一 个 或 两 个 为 超 平面 的 情形 就 更 容易 
f. | 
Ai [s,51=0, WERE s, s 在 meim(s)Nim(s) SAME, 
或 者 在 
im(s) Nim(s’) = ØC im(s) | imG’) 一 oo) 

的 情形 下 s,s， 是 两 个 平行 超 平面 。 

-Æ [s,s] = x/2, WISH 20.3, 

对 [s,s JEO, x/2[ 的 情形 ， 不 能 直接 由 10.7.7 得 出 夹 角 ， 
但 在 必要 时 只 须 通 过 — - 即 可 得 出 落 在 [0, x/21 内 的 夹 角 ; 这 
是 推 衍 到 射影 空间 SCE) 并 将 超 平面 归 和 人 等 价 类 所 得 的 结果 . 而 
用 [0, 2/2] 内 的 这 个 角 [. ,. ]， 我 们 可 以 很 容易 地 解决 许多 初等 
几何 中 的 难题 〈 例 如 参 见 10.13.20), 下 面 就 是 一 个 例子 。 几 何 问 
题 现 在 又 归结 成 了 线性 代数 问题 ， 


elite 


2044 ”两 个 已 知 球面 的 等 角球 面 。 设 s,s€E BUeB; W (6 XU 
6:[5, s] = [r,s ]} 可 划分 为 两 个 集合 FP. F., 存在 w,w € SCE), 
使 : ce FORE EF) Bee Le rex), 这 些 广 义 球面 称 为 
s 和 的 等 分 球面 . 
—— Rs, 的 方程 使 eC) = 0g) 一 1, 并 由 一 个 使 pq 一 1 
的 方程 g RH. 由 [i,s] = 二 [r,s] 的 条 件 就 可 得 出 |R(g， 
4)| = |R(g,g)|, 即 Rtg, ) 一 0 或 R(g 一 9g ,9 ) 一 
0; 球面 w, w 就 是 以 9 十 9，9 一 9 为 方程 的 球面 。 

更 一 般 地 ， 我 们 研究 集合 {t:[ty s] =a; Vig 1, ---, k}, 
其 中 me [0,x/2]1, 5€ UG; 5107.8 LKR. 


20.4.4 


20.5 k 维 球面 ,球面 束 ， 


在 20.4.1 中 我 们 曾 过 到 过 SCE) 的 射影 直线 ， 那 是 射影 二 次 
油 面 束 的 特殊 情形 (参见 14.2); 若 s, s 相交 ,一 般 来 说 ,它们 是 沿 
一 个 ”一 2 维 球面 相交 的 (参见 10.7.5) , 该 球面 只 与 射影 直线 ss 
有 关 。 更 一 般 地 说 ,我 们 因此 要 引进 : 
20.5.1 EM. SE) WK BRFSS MRA EWR HARTA. E 
HJ (n 一 《一 1) 维 球面 束 称 为 王 的 (广义 ) 大 维 球 面 。 
因此 ,在 ”一 2, k=l 时 得 到 的 是 点 对 (或 好 )， 在 2 一 3， 
k= 1 时 得 到 的 是 我 们 所 在 的 欧 几 里 得 空间 的 《广义 ) EH, 
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| 20.4. 2 成 为 : 
20.5.2 3138, 着 KK 是 一 个 (任意 k ERRER fia) TOP 


的 充 要 条 件 是 ? 在 入 上 的 限制 是 正 的 或 为 零 . 
根据 20.3.3, 有 (inc) —É(|K*; 但 由 13.4.7, ?不 可 能 同 


Sek 


HEKA K! 上 是 正 的 或 为 零 
20.5.3 HEM. ARIK 5k ERM K 的 夹 角 定义 为 
[K, K'] 一 inf([w, ulucK,u#EK'}. 
因而 这 一 夹 角 仅 在 某 些 情形 下 是 有 意义 的 。 k= 1, kK = 2, 
n= 3 Rf, Hy 8.6.7 和 20.4.3 可 知 ， 它 就 是 我 们 的 欧 氏 空 闻 中 的 一 
个 圆 和 一 个 球面 的 通常 意义 下 的 夹 角 。 


图 20.5.3 


20.5.4 FA. 由 上 述 讨论 ,可 以 得 到 18.9 的 一 个 很 好 的 解释 , 事 
实 上 ; 设 是 给 定 的 纯 虚 球面 ， 则 sd BSCE) 的 超 平面 ，P 在 其 
上 正定 ; 若 = 一 3, ll] st 是 一 个 可 应 用 19.1.4 的 椭圆 空间 ;由 此 可 
得 10.12.3 的 各 种 性 质 。 由 于 POCo) (SE 137.1) 在 纯 虑 球面 
s 上 可 迁 ， 我 们 看 到 ，3 维 欧 氏 空 间 中 每 对 构成 4 角 挠 平行 环 面 
的 圆 , 必 可 通过 Conf(É) 的 一 个 元 素 互 化 。 请 读者 自己 把 18.8.4 
”的 所 有 结论 详细 地 搬 过 来 ， 

20.5.5 ”两 个 圈 的 交织 ， 仍 在 * 二 3 的 情形 ， 我 们 可 以 从 射影 的 观 
SORBATE KK 的 交织 ;它们 交织 的 充 要 条 件 是 它们 生成 


» 16， 


. 20.5.6 球面 束 的 分 类 . 问题 在 于 考察 SCE) ER 
定 E 中 几何 学 的 三 元 素 E, oo 和 @ 的 可 能 位 置 。 可 以 看 到 ， 有 六 
种 可 能 情况 : | B 


E iS (n 一 2) 维 球面 


平行 超 平面 


I g 

I 相交 超 平面 (n — 2) 维 射 影子 空间 
111 同心 球面 | g 

IV Koo HKN E=2 | 极限 点 处 球面 束 g 

V 开罗 co HKN E=14 | 相 切 球面 1 点 

VI K%oo HKNE=S | 相交 球面 (5 一 2) 维 球面 


在 平面 的 情形 ， 由 IV, V, VI 即 得 10.10.1 的 三 个 圆 ， 由 
20.3.1 和 10.10, 我 们 看 到 ， 球 面 束 尽 的 正 交 圆 束 正好 是 Kt 当 
n= 2 时 ,对 这 些 类 型 有 Ib I5, t = M, IV+ VI, Vi=V, 
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20.5.1 ik. 14.3.7 表明 , 在 3 维 欧 氏 空间 的 圆 的 集合 与 复 射影 二 
次 曲面 C(4) 之 间 存 在 一 个 自然 同 构 ， 


20.6 ”循环 群 Conf (Ê) 


20.6.1 我 们 在 20.2.5 中 已 经 看 到 ,引进 二 次 型 。 的 射影 群 POCo) 
是 很 自然 的 。 根 据 13.7.1, 这 个 群 可 迁 地 作用 在 2 U 8@ 上 ,而 且 作 
用 在 上 上, 生 该 作用 与 Mib(*) 的 作用 同 构 。 将 POCo) 在 上 上 
的 这 一 作用 记 为 Conf (#)， 称 为 5 的 循环 群 ， 以 区 别 于 等 同 于 
Conf (E) 的 相似 群 Sim(E), 参见 9.5.4.6; 要 不 然 也 可 称 之 为 Ê 


在 SE) 中 - TE E op 
图 20.6.2 


* 118 。 


RS OE BE , ML 20.6.4, s 
20.2 ”为 了 知道 Cont(É) 的 元 素 的 情况 ,我 们 利用 14.7.4, H 
那里 可 知 ，Conf(8) 是 由 图 14.7.4 类 型 的 变换 所 生成 的 ; 现在 点 
mAT SCE)\E, 而 fit f(z) 的 定义 满足 t, O, m 共 线 的 
Alb. HEE, t, fue E 而 im(m) + 名, 这 就 是 说 imn) 
和 两 个 点 球面 这 三 个 球面 构成 一 个 球面 束 BE fU) 是 :在 
以 im(m) 的 中 心 c 为 极点 、 以 imm) 为 反 演 球面 的 反 演 的 象 . 
由 20.3.4， 到 Ê 的 扩张 由 f(e) — oo 和 f(o)=c BH. À 
im(m) 是 超 平面 , 则 我 们 得 到 关于 该 超 平面 的 对 称 , 并 由 f(o00) = 
oo 延 拓 。 最 后 ， 如 果 mG) 一 多 ， 那 么 得 到 的 是 中 心 反 演 ， 设 
q= t Cal +s 是 :的 一 个 法 方程 , 则 中 心 为 6 而 竺 等 于 
pl(q)。 据 此 ,由 14.7.4 和 13.7.12 可 推 得 : 
20.6.3 SE. Cont (Ê) 的 每 一 元 素 是 至 多 4 + 2 个 下 列 类 型 的 
变换 的 乘积 : 或 者 了 是 E 的 以 ¢ 为 极点 的 反 演 , 且 由 f(e)- co 
和 .f(c0) = < 延伸 到 Ê, 或 者 f 是 超 平面 的 欧 氏 对 称 ,， H 由 
f(o0) — oo 延伸 到 Ê, 
20.6.4 ik. “循环 群 也 叫 “ 圆 群 *, 这 名 称 是 这 样 来 的 : Conf(É) 
把 球面 变换 成 球面 ， 从 而 把 圆 变换 成 圆 ; 这 由 Ê 和 Conf(Ë) 
的 构造 显而易见 。 根 据 18.10.4， 这 一 性 质 是 可 作 特 征 的 。 这 样 ， 
我 们 就 完成 了 10.8.4.2 和 18.10.2.2 中 未 尽 的 讨论 。 

有 一 种 定向 球面 的 几何 学 ,主要 归功 于 Laguerre; 它 在 SCE) 
中 考虑 射线 的 几何 学 《以 代替 构成 SCE) 的 直线 的 几何 学 )。 对 
此 ,在 10.11.6 曾 有 提 及 ,在 该 节 中 读者 还 可 了 解 有 关 文 献 。 


20.7 多 球 坐 标 


20.7.1 浏览 过 一 些 较 古老 的 书籍 ， 例 如 [KN 2) 第 49 页 以 
后 的 内 容 的 读者 ， 会 在 平面 上 的 区 或 三 维 空间 中 的 球面 的 讨论 中 
见 到 “四 圆 坐 标 " “五 球 坐 标的 名 称 。 按 照 前 面 的 讨论 ,它们 无 非 
就 是 SCE) 的 齐 次 坐标 , 且 是 由 SCE) 的 一 组 关于 基本 二 次 型 e 
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的 正 交 基 而 得 来 的 ; 这 样 的 坐标 称 为 多 球 坐 标 。 它们 可 用 以 研究 
E 的 球面 , 但 也 可 用 以 研究 E 中 这 样 的 点 ; 它们 是 SCE) 中 满足 
P 一 0 的 点 。 下 面 是 这 种 坐标 的 一 个 应 用 ， 

20.7.2 ”四 次 图 纹 曲面 及 其 夯 族 。 我 们 在 10.12 中 遇 到 过 一 些 相 
当 简 单 的 (四 阶 ) 曲 面 ,它们 是 连通 的 ,而 且 容 有 四 个 实 的 单 参数 族 
圆 ,这 种 曲面 就 是 旋转 环 面 ;这 是 一 类 更 一 般 的 四 阶 曲面 的 特殊 情 
况 ， 这 类 曲面 容 有 六 族 圆 。 设 3 维 欧 氏 空间 EB 的 一 个 曲面 可 写 为 
E Nim (a), KP e X3 E SCE) 的 射影 二 次 曲面 ， 则 称 此 
曲面 为 四 次 圆 纹 曲 面 。 本 书 不 准备 系统 地 研究 这 类 昌 面 ， 读 者 可 
参阅 [DX], 第 405—481 页 。 我 们 仅仅 考察 一 个 由 天 定义 的 四 次 
圆 纹 曲 面 , 其 中 的 4 是 和 p 可 以 同时 约 化 的 (参见 13.5); 不 妨 假定 
《参见 13.4.2 和 20.2.2) 它们 形 如 PEE 


5 
2 2 2 2 
pe = zi + zi + z; + zi — zi, nc >) az, 
i=1 


ERA, 就 是 要 在 SCE) 的 二 次 曲面 束 kp + ha 中 找 SCE) HU 
射影 平面 。 该 束 中 退化 的 二 次 曲面 恰 有 以 下 五 种 ; 
20.7.3 a.p — nu, GP — p, diO — M4, Gp — By 459 一 H 


根据 14.1.7 , 它们 各 是 以 一 个 超 平 面 上 的 二 次 曲面 为 底 的 圆 
锥 ,例如 asp T f, 其 方程 为 >, (a; + 4; )235 是 以 (0, 0, 0, 0,1) 


为 项 \ 以 超 平面 z= 0 上 的 二 次 曲面 之 Cas + az 29 TE HJ 


$E. OA, 我 们 知道 > (a, 十 ai)zi 一 0 在 a + a 的 符号 为 两 


正 两 负 时 (参见 14.4) 包含 两 族 直线 . 最 后 我 们 就 看 到 , 在 四 次 贺 
HHH Eflim(a) 上 , 贺 族 的 数目 是 20.7.3 的 五 个 方程 中 含 两 正 
两 全 项 的 方程 个 数 的 两 倍 、 容 易 看 出 , 这 个 数目 不 可 能 超过 2 x 
3 = 6, MA ,举例 来 说 对 2z? 十 32i 一 423 — 322 — z? 它 正 等 于 6. 
环 面 属于 Dupin 四 次 圆 纹 曲面 ,对 这 类 曲面 来 说 至 少 有 两 个 a; 4H 
等 ,因此 属 退 化 情形 ;并 从 而 引出 茶 些 图 族 相 串 连 的 情形 ， 
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B] 20.7.3.1—20.7.3.5, 
Hilbert, Cohn-Vossen, HW JLi, Chelsea. 
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20.8.1 从 几何 上 作出 SCE) 中 与 im(s) 相 切 的 超 平面 。 
20.8.2 ”说 明 20.4.4 中 “等 分 球面 ”名称 的 理由 ， 
2083 ”用 本 章 的 语言 叙述 [HD2] 第 608—667 页 的 内 容 。 
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20.84 对 [KN2] 第 49 一 58 页 和 100—105 页 做 同样 的 工作 。 
20.8.5 ”验证 环 面 是 Dupin 四 次 贺 纹 曲面 。 | 
20.8.6 设 C,D,C',D' ik E vn pull, 2351279 r, $5 PIDE 
C,D (E C', D) 的 圆心 距离 记 为 4 (Re). WEB): 存在 fe 
Conf(Ë) 使 (CUD) = C'UD' 的 充 要 条 件 是 | 
rit 8 — d’ r? + s? — d’? 
| 2rs 2r's 
将 你 的 证 明 与 [D-C 1] 第 222 页 的 证 明 相 比较 。 
20.8.7 (Darboux 定理 ). 若 一 条 动 直线 上 三 点 画 出 球 心 共 线 
的 三 个 球面 ， 则 该 直线 上 任 一 点 也 画 出 这 样 的 球面 ,而 且 :一般 而 


言 ， 其 中 有 一 点 画 出 一 个 平面 。 找 出 该 动 直线 上 四 点 与 它们 所 画 
HARP TERT ER ZIRT A 


o 


cA ME uie RUE cag à COR RS re s eer c mca 


B] 20.8.7, 
Gabriel Koenigs, 《运动 学 课程 »,A, Hermann, 1897. 
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